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AVVERTENZE 



Pag. 16 verso 32 in luogo di r il minoro dei Ire tali AB » 
leggi # il medio o il minore de’ Ire lati , AB » 
13 a 2ADXBC » leggi a 2BCXDE » 

19 r oa:ob=ob' :oa » leggi »oa:oò=o6' : oa' » 

oa ab • ab' . oa ab ■ ab' 

■ » 



71 
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8 *kTT> tle ^> « Kr = 6 - ,, • 
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20 « — =ox6 » leggi « - = ax6 ». 
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9 139 9 
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9 155 9 
9 156 9 
9 159 9 

9 168 9 

» 173 9 
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9 203 » 

9 206 9 

9 206 9 



» 223 9 



24 « 0H= ^r 1 — ~ P t leggi 1 0H=: \J r 2 — i. I* 

9 a si congiungano OS e CS » leggi c Si con- 
giungano CE , CM e CP. » 

18 « OF:OG=OD:GB » leggi « OF:CG=OD:GB 9 
3 d. s. « r 1 = oV » leggi « r* = o'r t 

8 « BD » leggi « AD » 

7 d. s. « Lib. 5.° » leggi c Lib. 1.® » 

17 o APB » leggi « APD # 

6 d. s. « db maggiore » leggi r db minore. » 

19 « BVC<BVF,FVC; » leggi t BVC<BVF+FVC; » 
Dopo lo Scolio 2.®, aggiungi « Scotto J.® Due 

poligoni omotetici hanno angoli eguali 
( Prop. li) e lati omologhi proporzionali. » 
17 « OA' , OB' , OC' » leggi o O'A' , OB' , O'C' » 

19 dopo » consecutivi » aggiungi k o di tre lati 
consecutivi » 

8 e esso » leggi r essa » 

dopo la Prop. 38 aggiungi r Scotto. Le recipro- 
che delle cinque precedenti proposizioni 
sono vere. » 

13 r ~ » leggi R — » 
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i) 242 a 23 « OBDG a leggi « C13DG a 

* 244 » 17 e 19 c AE : AH a leggi « AE : AM a 

a 246 a ' dopo la Prop. 10 aggiungi n Coboll. 3. Il volume 
di un prisma è eguale alla sua altezza 
moltiplicata per la sezione retta, a 

a 278 a 8 « «EF S a leggi n «EF S a 

» 279 » 2 « S = 4«R a leggi a S = 4«R S a 

Nella f»g. 151 manca la lettera D al punto d' intersezione delle 
rette BF e CE. 

Nella figura 276 mancano le lettere A e B alle estremità del 
diametro della circonferenza AFCB. 
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PRELIMINARI 



1. Punto è quello che determina un luogo nello spazio, 
senza essere parte di esso. Il punto non ha dunque nè gran- 
dezza nè parli. 

2. Linea è ciò che descrive un punto, il quale si muove 
nello spazio. La linea ha una sola dimensione , la lunghezza. 

3. Superficie è ciò che in generale descrive una linea , la 
quale si muove nello spazio. La superficie ha due dimensioni, 
la lunghezza e la larghezza. 

3 . Corpo è ciò che in generale descrive una superficie , la 
quale si muove nello spazio. Il corpo riunisce le tre dimen- 
sioni dello spazio , la lunghezza , la larghezza e l' altezza. 

3. Il corpo è dunque una porzione determinata dello spazio; 
i suoi termini sono superficie. I termini delle superficie sono 
linee , ed i termini di queste , punti. j 

\ 6. Linea retta dicesi quella linea, che in un sol modo può 
passare per due punti dello spazio. - ~ 

7. Dalla data definizione della retta risulta che : 

1. ®) Per due punti può passare una sola retta : vale a 
dire che due punti determinano di lunghezza e posiziono una 
retta. 

2. °) Una retta non può essere prolungata oltre ciascuno 
de’ suoi estremi che in un sol modo ; e per conseguenza due 
rette che hanno due punti , o , ciò che vale lo stesso , una 
parte di comune , coincidono in tutta la loro estensione. 
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3. " Due rette non possono incontrarsi elio in un sol punto. 

4. ® Ogni parte di una retta è egualmente retta. 

t*. Ogni linea formata da linee rette , ina che essa stessa 
non è reita , dicesi spezzala. 

9 . Ogni linea della quale nessuna parte è retta , dicesi 
curva. 

10. I na superficie dicesi piana quando la retta, che passa 
per due qualunque de' suoi punti , coincide con essa in tutta 
la sua cslensione. VA 

l'nq superficie piana vien detta ancora semplicemente piano. 

•Se in una superficie piana si fissa un punto ed una retta 
che non passa per esso, la superficie può supporsi generala 
da un’altra retta che , passando sempre pel punto, si muove 
lungo la prima . 

Di fallo, la reità clic così si muove, si trova sempre nella 
superficie , c nelle sue diverse posizioni passa per tulli i 
punti di essa. 

Reciprocamente se una retta si muove lungo un' altra retta 
d' invariabile, posizione, in modo che passi costantemente per 
un punto fuso situato fuori della medesima, la superficie così 
generata i l piana. 

Di fatto supponendo clic la rolla, che congiunge due punii 
di questa superficie, stesse o interamente o in parte fuori di 
essa da una delle due parli , siccome il modo di generazione 
della superficie non comporla differenza da queste due parli, 
cosi dovrebbe esser possibile una seconda retla clic congiun- 
gesse i medesimi punti, e che fosse situata dall'altra parte 
della superficie. Ora tra due punti non vi può essere che una 
sola linea retta ; perciò anche la reità clic congiungc i duo 
punii della superficie deve giacere interamente in essa. 

11. Da ciò che precede facilmente si deduce che due piani 
coincidono : 

1. °) (Valido hanno di comune tre punti non in linea 

retta ; - VK_/ 

2. °) Quando hanno di comune una retta cd un punto ad 
essa cslerno ; 

3. °) Quando hanno di comune due rette che s’incontrano. 

12 . Una superficie formata da più piani , dicesi poliedrica. 

13 . l'uà superficie tale che nessuna delle sue parli è piana, 
dicesi superficie curva. 

li. Se una curva ha tutti i suoi punti in un piano vien 
della curva piana; nel caso contrario dicesi curva storta o a 
doppia curvulura. 

13 . Ogni forma geometrica (corpo, superficie, linea o as- 
sieme di punti) vien delta in generale figura. I’iù particolar- 
mente però s’ intende per figura uno spazio limitalo da su- 
perficie , o da lince. 
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Se una figura ha tulli i suoi clementi in un piano dicesi 
figura piana ; altrimenti dicesi solida , o superficiale non 
piana , secondo che è terminata da superfìcie , o da linee. 

ta. Due ligure si dicono eguali quando soprapponendole si 
possono far coincidere. Due ligure clic hanno eguale esten- 
sione , ma che non possono coincidere, si dicono equivalenti. 

V 17. Geometria ò la scienza che ha per oggetto lo studio 
delle proprietà delle figure, c la misura della loro estensione. 
Essa vicn ordinariamente divisa in due parti: Geometria piana 
(Planimetria) e Geometria solida (Stereometria). Nella prima 
si tratta dello figure piano ; nella seconda , delle figure nello 
spazio^/ 

18 / Assioma è una proposizione evidente di per sé stessa. 

Gli assiomi de’ quali è frequente l’uso nella geometria, sono 
i seguenti : 

Due quantità eguali ad una terza , sono eguali Ira loro. 

Il lutto ti maggiore di una sua parte. 

Il tutto è eguale alla somma delle sue parli. 

Se a cose eguali si aggiungono , o se da cose eguali si 
tolgono cose eguali , i risidtamenti sono eguali. 

Se a cose eguali si aggiungono , o se da cose eguali si 
tolgono cose disuguali , i risultamenti sono disuguali. 

Le grandezze egualmente moltijdici , o egualmente su/ti- 
moUiplici di grandezze eguali , sono eguali. 

Le grandezze egualmente moltiplici, o egualmente sum- 
moltiplica di grandezze disuguali , sono disuguali. 

i». Teorema è una proposizione la cui verità diviene evi- 
dente mediante un ragionamento detto dimostrazione. Nello 
enuncialo di un teorema si distinguono due parli: l' ipotesi , 
c la (esi. L’ ipotesi ò una supposizione fatta sopra un certo 
soggetto , e la lesi è la conseguenza di questa supposizione. 

20. Problema è una proposizione nella quale vien proposta 
la determinazione di certe quantità incognite mediante altre 
quantità cognite, le quali hanno con le prime delle relazioni 
indicale nell’enunciato. La determinazione .delle incognito 
costituisce la soluzione del problema. (I) 

(I) Nella dimostrazione delle ferità geometriche , c nella soluzione dei 
problemi, si possono seguire due metodi delti dagli antichi sintetico o di 
composizione il primo , ed analitico o di resoluzione il secondo. Col me- 
todo sintetico , si parie do verità cognite, e di conseguenza in conseguenza, 
mediarne verità dimostrate ed assiomi, si giunge alla verità che si vuol dimo- 
strare. Col metodo analitico, si animelle come vera la proposizione che si vuol 
dimostrare, c si procede di conseguenza in conseguenza , finché si giunge 
ad una verità cognita, la (piale autorizza a coni Illudere che la cosa am- 
messa coinè vera , lo e realmente. Alcune volle si fa vedere che ogni sup- 
posizione di relazioni tra le grandezze considerate , diversa da quelle in- 
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41 . La reciproca di una proposizione è un' altra proposi- 
zione , che risulta dal prendere la lesi e la ipotesi della pri- 
ma , per ipotesi c tesi della seconda. (1) 

24. Lemma è una proposizione che serve per agevolare o 
la dimostrazione di un teorema , o la soluzione di un pro- 
blema. 

23. Corollario è una conseguenza immediata di una o più 
proposizioni. 

4*. Scolio è una osservazione falla sopra una o più propo- 
sizioni precedenti ; e serve a mostrare il loro legame , la loro 
utilità , la loro restrizione o la loro estensione. 

Spesso lo scolio serve per stabilire nuove definizioni, per 
dimostrare nuovi teoremi , o per risolvere nuovi problemi. 



dicale nell' enunciato conduce a conseguenze contrarie atte cose supposte, 
o assurde. In questo caso il metodo analitico prende il nome di metodo 
della riduzione aW otturilo . — Allorché il metodo analitico si applica alia 
soluzione de’ problemi , si suppone cognito ciò che si vuol determinare , 
quindi di conseguenza in conseguenza, si giunge a trovare delle relazioni 
Ira le quantità date e le incognite , dalle quali o si deduce la costruzione 
del problema , o si rende manifesta la sua impossibilità. Non sarà inutile 
aggiungere che non si può pervenire alla soluzione di un problema che 
,£ol solo metodo analitico; la sintesi non potendo essere utile che nella 
dimostrazione della trovala soluzione. 

(1) È importante il notare che la reciproca di una proposizione non c 
[vera che quando la lesi conviene solamente alla fatta ipotesi — Per la 
dimostrazione delle reciproche si può in generale far uso del metodo 
della riduzione all' assurdo. 
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La linea reità. 

Una porzione indefinita di piano , compresa tra due rette 
AB cd AC ( fig . 1). clic s'incontrano in un punto A, dicesi angolo. 
Le rette AB ed AC diconsi lati, ed il punto A. vertice dell'angolo. 

È necessario notare che la grandezza di un angolo non di- 
pende punto dalla lunghezza de' suoi lati, ma solamente dalla 
loro reciproca posizione. 

Due rette che s’ incontrano , e che sono terminate al loro 
punto d' intersezione , determinano due angoli , dei quali il 
minore vien detto concavo , Tallio convesso. Purché perù non 
si avverta il contrario , quando si parla dell’ angolo di due 
rette , s’ intende sempre dell’ angolo concavo. 

Un angolo s' indica con tre lettere situale una al vertice e 
le altre due sui lati ; la lettera del vertice , nel nominare un 
angolo, si pone però sempre in mezzo. Allorché un punto è 
vertice di un solo angolo , questo può nominarsi con la sola 
lettera del vertice. Così per l’angolo della lìgura 1.* potrà 
dirsi indifferentemente l’angolo CAB o l’angolo A. 

Due angoli BAC,CAD {fig. 2), che hanno uno stesso vertice A, un 
lato AC di comune cd i rimanenti lati AB, AD situati uno da una 
parte e l'altro dall' altra del lato comune, si dicono addiacenti. 

Se una retta CD (fìg. f) ne incontra un’altra AB in modo 
da formare due angoli addiacenti ADC c CI)B, eguali tra loro, 
ciascuno di questi due angoli diccsi retto ; c la prima retta 
dicesi perpendicolare alla seconda. 

Se una retta ne incontra un’ altra c forma con essa due 
angoli addiacenti disuguali , diccsi ad essa obliqua. 
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PLANIMETRIA 



PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

Da un punto D fuj- 3) dolo sopra una retta AB . ed in 
imo stesso piano che la contiene , non si può ad essa ele- 
vare clic una sola perpendicolare. 

Supponiamo clic la retta CD , da principio situala sulla AB, 
roti intorno al punto I) nel verso indicalo dalla freccia , ri- 
manendo sempre nello stesso piano, è chiaro clic l' angolo 
ADC andrà crescendo, mentre l’ angolo CDB diminuirà, e clic 
vi sarà una posizione unica nella quale l'angolo AI)C = CDB. 
Questa posizione nella figura è indicala da OC'. 

Conocunio. Tulli gli angoli retti sono eguali tra loro. 

Sia CD perpendicolare ad AB , c GII perpendicolare ad EF 
('Pii. * ) < dico che ang AJ)C = ang EHG. 

Pongasi il piano EGF sul piano ACB, facendo coincidere 1 
punti 11 e I) , e le rette EF ed AB ; la HG perpendicolare ad 
EF dovrà , dopo la soprapposizione, essere perpendicolare ad 
AB , c per conseguenza coincidere con DC. L’ angolo EHG 
dunque coinciderà con ADC , e gli sarà perciò eguale. 

Ogni angolo maggiore di un angolo retto diccsi oliuso , ed 
ogni angolo minore di un angolo retto . acuto. 

Due angoli si dicono essere della medesima specie, quando 
entrambi sono o ottusi , o retti , o acuti. 

Due angoli che presi insieme equivalgono ad un angolo 
retto diconsi complementari. 

Due angoli che presi insieme equivalgono a due angoli retti 
diconsi supplementari. 



PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

Se una retta CD (fig. 3) incontra comunque un'altra 
retta AB , t due angoli addiacenli ADC e CDB , sono sup- 
plementari. 

Dal punto D si elevi DII perpendicolare ad AB. L’angolo 
ottuso CDB vien diviso nei due BDII ed HDC , c quindi è 
• eguale alla loro somma ; c per conseguenza , aggiungendo di 
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comune l'angolo CDA , si ha N 

CDB -4- CDA = HDD -KlIDC h- CDA. 

Ora IIDB 6 rollo , ed IIDC -+- CDA = t rollo, dunque 
CDB - 4 - CDA = 2 rolli. 

Coroli. 1. So uno de’ due angoli ADC , o CDB ò rollo, l’al- 
tro sarà parimente rello. 

Coroli. 2. Se una iella CE (fig. 6.) è perpendicolare ad 
AB, sarà ancora AB perpendicolare a CE. 

Di fallo, essendo CE perpendicolare ad AB, l'angolo CDA è 
redo; quindi ('caroli. prec.J è pure rello l'angolo ADE: ma 
tulli gli angoli redi sono eguali fra loro ; dunque ADC= ADE, 
e per conseguenza AD è perpendicolare a CE. 

Coroli. 3. Se da un punto D ( f ig . 1.) di una rolla AB 
si conducono da una stessa parie di essa quante si vogliono 
rclle DE , DE . DG . DC . la somma di ludi gli angoli consecu- 
tivi ADE , EDF , EDO , GDC , CDB , è eguale a due angoli redi. 

Di fallo, la somma di ludi questi angoli è eguale alla somma 
de’ due ADC , CDB , e perciò è eguale a due angoli redi. 



PROPOSIZIONE III. 

TEOREMI 

I / , ’• 

Se due angoli addiacenli ADC , CDB , (fig. 8 ) sono supple- 
mentari, i lati non comuni AD , DB , sono in linea reità. 

Di fallo, se DB non fosse il prolungamento di AD , dovrebbe 
esserlo un'altra rolla DE , ed allora ADC 4- CDE sarebbe eguale 
a due angoli redi ( Pi'op . 2.); ma per ipolesi ADC -+- CDB ò 
pure eguale a due angoli redi ; dunque dovrebbe essere ADC 
-+- CDB = ADC 4- CDE . c per conseguenza , togliendo di co- 
mune ADC , CDB = CDE; ciò clic cvidcnlemento è impossi- 
bile. Il prolungamento di AD non-può dunque essere nessuna 
rella diversa dalla DB, quindi è la DB. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA 

Se due rette AB , DE , (fig. 9.) si tagliano, gli angoli op- 
posti al vertice sono eguali. 

Di fallo , la rolla DE venendo incorrala dalla AC , la som- 
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ma degli angoli ACD , ACE è uguale a due rclli ( Prop . 2.): 
per una simile ragione la somma degli angoli ACE , ECB è 
pure uguale a due rclli; dunque ACI) -+- ACE = ACE -+- ECB, 
e togliendo di comune ACE, resta ACD = ECB — Similmente 
si proverebbe che ACE = DCB. 

Scolio. La somma de’ quattro angoli formali intorno al pun- 
to C è uguale a quattro retti» 

In generale se più rette concorrono in un punto , la somma 
di tulli gli angoli consecutivi è uguale a quella degli angoli 
formati da due rette ebe si tagliano in quel punto; e per con- 
seguenza è uguale a quattro angoli retti. 

I due angoli formali da due rette die partono da uno stesso 
punto , presi insieme sono eguali a quattro angoli retti. 

Se due rette MN , PQ ( fig . IO.) , situate in un piano, ven- 
gono tagliate da una terza ( trasversale o segante ) RS , for- 
mano otto angoli dei quali quattro hanno la loro apertura al di 
dentro delle rette MN , PQ , e vengono perciò detti angoli in- 
terni , e gli altri quattro hanno la loro apertura al di fuori 
delle rette MN , PQ , e sono delti esterni. Essi possono essere 
accoppiati in differenti modi , e prendono cosi nomi diversi. 

I ) Si dicono corrispondenti due angoli i quali si trovano 
da una medesima parte della segante, c sono l'uno interno, 
l’altro esterno, e non sono addiaccnli. 

Quattro coppie : A , E ; B , F ; C , G ; D , II. 

2) Si dicono alterni — interni due angoli interni, situali da 
diverse parli della segante , e non addiacenli. 

Due coppie : D , F ; C , E. 

3 ) Si dicono alterni — esterni due angoli esterni , situati 
da diverse parli della segante , e non addiacenli. 

Due coppie : A , G ; B , H. 

4 ) Si dicono interni da una stessa parte due angoli inter- 
ni . situati da una stessa parte della segante. 

Due coppie : C , F ; 1) , E. 

5 ) Si dicono esterni da una medesima parte due angoli e- 
sterni , situali da una stessa parte della segante. 

Due coppie : A , H ; B , G. 

Due rette situate in uno stesso piano , e clic prolungate 
quanto si voglia non s’incontrano mai, si dicono parallele. 
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PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA 

Due rette AB , CD sono parallele , se formano con una tra- 
sversale EF ( fig. Il ) : 

1 ) Due angoli corrispondenti EGB , GITO eguali, o pure : 

2 ) Due angoli alterni — interni AGII , GHD eguali, oppure : 

3 ) Due angoli alterni — esterni EGB . CIIF eguali , oppure : 
t ) Due angoli BGII , GHD interni dalla medesima parie 

supplementari, oppure : 

S ) Due angoli EGB , DUF esterni da una slessa parte sup- 
plementari. 

\ ) Dall'essere per ipolesi ang. EGB = ang. GHD . e pel teo- 
rema precedente ang. EGB = ang. AGII . ed ang. GHD = ang. 
CIIF , ne segue che i quallro angoli EGB , GHD , AGII , CHF 
sono eguali Ira loro. I quallro angoli EGA , BGII , GIIC , DIIF 
sono pure eguali tra loro , perchè sono supplementi di angoli 
eguali — L’inlcra figura è formata di due parlili! . N contigue 
alla linea EF, le quali possono coincidere mediante convenevole 
soprapposizione. Immaginiamo primieramente separale queste 
parli . come si vede nella figura 12 , e poi soprapposta la N 
alla M in modo che la GII della prima coincida con la IIG 
della seconda , ed i punti G ed II della prima , coincidano ri- 
spettivamente coi punti II e G della seconda. Essendo l’angolo / 
BGII eguale all'angolo GIIC, il lato GB cadrà sopra HC , cd„ 
essendo l'angolo GIID eguale all'angolo AGII, il lato 1ID ca- 
drà sul lato GA. (Dopo ciò è facile vedere clic se le rette AB , 

CD s' incontrassero da una parto . dovrebbero egualmente in- 

contrarsi dall’ altra parte, il che è impossibile. Le rette AB e 
CD sono dunque parallele. 

2) Poiché l’angolo GHD ( fig. //. ) 6 per ipotesi eguale al- 

l'angolo AGII . c pel teorema 4. l’angolo EGB è uguale pure 
all'angolo AGII, ne segue che ang. EGB = ang. GHD , e pel 
caso precedente AB è parallela a CD. 

3) L'angolo EGB è per ipotesi eguale all'angolo CHF, c 

questo, pel teor. 4, è eguale all'angolo GIID , dunque ang. 
EGB = ang, GHD; e per conseguenza AB è parallela a CD. 

4) Per ipotesi i due angoli BGII , GHD sono supplementari; 
ma, pel teorema 2, i due angoli BGII ed EGB sono pure sup- 
plementari ; dunque ang. EGB = ang. GHD ; c per conseguenza 
AB è parallela a CD, 

3 ) I due angoli EGB , GHD . sono supplementi dello stesso 
angolo DIIF , c perciò sono eguali ; c per conseguenza AB è 
parallela a CO. 

Conou. Due rette perpendicolari ad una terza, sono parallele. 
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PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA 

Se due rellc AB , AC , ( fig. 13 ) clic s'incontrano in A. sono 
laglialc da una terza FG , l’angolo FDA è maggiore del suo 
corrispondente FEA, e l'angolo GEA è egualmente maggiore 
del suo corrispondente GDA. 

L' angolo FDA non può essere eguale ad FEA , perché al- 
lora le due rellc BA , CA , dovrebbero essere parallele , c ciò 
è contro l’ ipolesi. L’augolo FDA non può essere minore di 
FEA, perchè facendo l’angolo FDIl eguale ad FEA, la DII 
dovrebbe cadere nell'angolo EDA , ed essere parallela ad EA, 
e ciò è assurdo. L' angolo FDA deve essere dnnque maggiore 
di FE/1. Similmente si dimostrerebbe che l’angolo GEA è mag- 
giore di GDA. 



PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA 

Se due rette AB e CD (fig. H), formano con una trasver- 
sale EF l’angolo EGD maggiore del suo corrispondente GIIIÌ, 
le due rette prolungale s' incontreranno da questa medesi- 
ma parte. 

Si ammetle senza dimostrazione. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA 

Se due rellc parallele AB , CD ( fig. Il ) , sono incontrale 
da una terza EF : 

1 ) Gli angoli corrispondenti sono eguali tra loro ; 

2 ) Gli angoli alterni — interni sono eguali tra loro; 

3 ) Gli angoli alterni — esterni sono eguali tra loro ; 

4 ) Gli angoli interni da una medesima parte sono sup- 
plementari ; 

5 ) Gli angoli esterni da una medesima parie sono supple- 
mentari. ' 

1 ) Se l’angolo EGB fosse maggiore di EHD , le rette AB c 
CD, pel teorema precedente, dovrebbero incontrarsi dalla parte 
di B e D , e ciò 6 contro l’ipotesi ; se l'angelo EGB fosse mi- 
nore di EilD , EGA supplemento del primo sarebbe maggiore 
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di EHC supplemento del secondo , e le rette AB c CD do- 
vrebbero incontrarsi dalla parte di A c C, e ciò pure è contro 
l'ipotesi; dunque l’angolo EOB è eguale all'angolo EHI). 

2) I due angoli AGH , GHD sono eguali tra loro , perchè 
eguali allo stesso angolo EGB. 

3) I due angoli EGB , C1IF sono eguali tra loro , perchè 
eguali allo stesso angolo GHD. 

4) L'angolo BGH supplemento di EGB , è anche supplemento 
di GHD eguale a EGB. 

5) L’angolo FHD supplemento di GHD, è anche supplemento 
di EGB eguale a GHD. 

Coroli. 1. Da un punto dato fuori di una retta non può 
condursi ad essa che una sola parallela ( dimostrazione in- 
diretta. ) 

Coroil. 2. Se una retta incontra una di due parallele, in- 
contra anche l’ altra ( dimostrazione indiretta mediante il co- 
rdi. prec.) ■». 

Coroli. 3. Se una retta è perpendicolare ad una di due 
parallele , è perpendicolare anche all' altra. 

PROPOSIZIONE IX. , 



TEOREMI. 

> 

Due rette AB e CD (fig. 15) , parallele ad una terza EF, 
sono parallele tra loro. : 

Da un punto qualunque I della EF hi . eteri all essa la per- 
pendicolare IG, che sarà perpendicolare pure od AB ed a CI) 
( coroli. 3. della prop. prec. ) , c per conseguenza ( prop. 5. 
coroli. ) queste sono parallele. 

Scolio. Lo stesso teorema si dimostra indirettamente me- 
diante il coroli. 1. del teorema precedente. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. 

Se due angoli hanno i lati paralleli, o sono eguali, o sup- 
plementari. 

1) Siano ABC . DEF (fig. 16) due angoli i quali abbiano i 
lati paralleli e diretti nello stesso verso , dico che essi sono 
eguali. 

Si prolunghi , se è necessario , il lato DE finché incontri il 
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la lo JìC in G. L’ angolo DEF 6 eguale a DGC , perché corri- 
spondenti per rapporto alle parallele EF , GC , incontrale dalli? * 
DG ; l'angolo DGC è eguale all'angolo ABC , perchè corrispon- 
denti per rapporto alle parallele AB , DG , incontrate dalla se- 
gante BC ; dunque l'angolo DEF e eguale all'angolo ABC. 

2 ) Siano HEG ed ABC due angoli i quali abbiano i lati pa- 
ralleli e diretti in verso contrario, dico che sono eguali. 

Si prolunghino i lati HE , GE , oltre il vertice E. 1 due an- 
goli DEF , ABC hanno i lati paralleli e diretti nello stesso 
verso , e sono perciò eguali ; i due angoli DEF , HEG sono 
eguali perchè opposti al vertice; dunque i due angoli ABC, 

HEG sono eguali. 

3) Siano ABC , DEH due angoli che abbiano il lato AB pa- 
rallelo a DE nello stesso verso , ed il lato BC parallelo ad EH 
in verso contrario , dico che questi angoli sono supplementari. 

Si prolunghi HE oltre il vertice in F. I due angoli ABC, DEF 
hanno i lati paralleli e nello stesso verso , c sono perciò e- 
guali ; ma l’angolo DEH è supplemento di DEF (prop. 2 ) ' T 
dunque esso è pure supplemento di ABC. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA, 

Se due angoli ABC , abe ( fig . 17) hanno i tali perpendico- 
lari, o sono eguali, o supplementari. 

Nel piano della figura si faccia rotare l’ angolo ABC intorno 
al vertice B finché il Iato AB perpendicolare ad ab diventi ad 
esso parallelo , e sia A'BC' la posizione occupala da ABC dopo 
la rotazione. Poiché ABC=A'BC' sant C'BC = ATIA; ma A'BA è 
retto (Prop. 8 , cor. 3); dunque C'BC è anche retto, c p. c. 

C'B é parallela a cb. I due angoli C'BA' e dm hanno i lati 
paralleli , c sono perciò o eguali , o supplementari ; ma C'BA' 
è eguale a CBA; dunque CBA c eòa sono o eguali, o sup- 
plementari. 

Una figura piana dicesi rettilinea , o scmpliccmonle poli- 
gono , quando le lince clic la terminano sono retto. 

Le rette che terminano un poligono diconsi lati del poli- 
gono ; gli angoli formati da questi lati ed i vertici di questi 
angoli, diconsi angoli e vertici del poligono; l’insieme dei 
lati dicesi contorno o perimetro del poligono. 

Un poligono dicesi equilatero se ha tulli i lati eguali, equian- 
golo se ha tutti gli angoli eguali , regolare se nello stesso 
tempo è equilatero cd equiangolo. 
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Un poligono clic ha ire Iati , il più semplice de’ poligoni , 
dicesi triangolo. Un poligono di quadro , di cinque , di sei , 
di olio, di dicci, di dodici, di quindici lati , dicesi quadri- 
latero , pentagono , esagono , ottagono , decagono , dodeca- 
gono , pentadecagono. 

La rolla elio unisce due vertici non addiacenti di un poli- 
gono diccsi diagonale. In un triangolo non può condursi al- 
cuna diagonale. 

Un poligono dicesi concesso quando si trova situalo tulio 
da una slessa parie per rapporto a ciascun de’ suoi lati inde- 
linitamcnle prolungato. 

É da notarsi clic : 

/ ) Ciascun angolo d'un poligono convesso è minore di due 
angoli retti. 

2) Una retta non può incontrare il contorno di un poligono 
convesso in più di due punti. 

Di fatto, se tiriamo la retta FG ( fìg. 18 ), che incontra duo 
lati ED c BC del poligono ABCDE , siccome i punti F e G si 
trovano da una stessa parte di AB , la FG non incontra AB ; 
c similmente si dimostrerebbe clic essa non incontra nò AE 
nò DC. 

3 ) Tutte le diagonali di un poligono convesso sono interne 
al poligono. 

In seguilo allorché sarà parola di poligoni in generale, s’in- 
Icndcrù parlare di poligoni convessi. 



PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMI 

La somma de' tre angoli d' un triangolo ABC ( fig. 19 ) è 
eguale a due angoli retti. 

Si prolunghi il Iato BC in D , c si conduca CE parallela a 
BA. L'angolo ACE è eguale all'angolo CAB ( prop. 8, 2); l’an- 
golo ECD ò eguale all'angolo ABC ( prop. 8 . 1 ) ; dunque la 
somma de’ tre angoli ACB , ACE , ECD ò eguale alla somma 
«le’ tre angoli del triangolo, ACB, CAB, ABC.#;Ora la somma 
de' tre angoli ACB , ACE , ECD ò eguale a (lue angoli retti 
( Prop. 2. coroll. 3.J , dunque anche la somma de’ tre angoli 
del triangolo è eguale a due angoli retti. 

Coroll. I. In ogni triangolo prolungandosi un lato , l' an- 
golo esterno che ne nasce ò eguale alla somma de’ due an- 
goli iulerni ed opposti. 

Coroll. 2. Se in un triangolo un angolo è retto o ottuso , 
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i due rimanenti sono acuti; e nel caso dell’angolo retto essi 
sono complementari. 

Coroll. 3. Se due angoli d'un triangolo sono eguali a due 
angoli d'un altro triangolo, il terzo angolo del primo è eguale 
al terzo angolo del secondo. 

Coroll. t. Ciascun angolo d' un triangolo equiangolo è 
eguale a due terzi di un angolo retto. 

Un triangolo dicesi rettangolo quando ha un angolo retto. 
In un triangolo rettangolo il lato opposto all’ angolo retto di- 
cesi ipotcnusa, ed i lati che comprendono l’angolo retto di- 
consi caldi. 

Un triangolo diccsi ottusangolo quando ha un angolo ottuso. 

Un triangolo diccsi acutangolo qnando ha tulli i tre angoli 
acuti. 

Un triangolo che ha due lati eguali dicesi isoscele. 

Un triangolo che ha lutti i tre lati disuguali diccsi scaleno. 

Se da uno qualunque de’ tre vertici d'un triangolo si abbassa 
una perpendicolare sul lato opposto , la sua lunghezza diccsi 
altezza del triangolo , ed il lato su cui si ò abbassata , base. 
Rei triangolo isoscele assumesi ordinariamente per base il lato 
che non è eguale a nessuno degli altri due. 



PROPOSIZIONE XIII. 

’ TEOREMA. 

In ogni triangolo isoscele ABC ( fig.20 ), gli angoli A, C, 
opposti ai lati eguali BC, BA, sono eguali. 

S’immagini costrutto un triangolo A'B'C' eguale al triangolo 
ABC, e, dopo rivoltato il suo piano, soprapposto il primo al 
secondo in modo che il lato li'C' cada sopra BA, clic gli ò 
eguale, perchè B'C— BC = BA, e che il punto R' coincida con B 
ed il punto C' con A. Poiché l’ angolo B' è eguale all'angolo 
B, il lato B'A' cadrà sopra BC; ed il punto A' cadrà in C, 
perchè B'A' = BA= BC ; dunque C'A' coinciderà con AC, c 
sarà ang. A = ang. C'= ang. C. 

Coroll, Un triangolo equilatero è nello stesso tempo equian- 
golo. 

Scolio I. Allorché il lato C'A' coincide con AC , il punto 
D' medio di C'A' coincide con D medio di AC ; e poiché suc- 
cede lo stesso soprapponendo i triangoli senza rivoltare il 
piano del triangolo A'B'C' , possiamo conchiudcrc che : La retta 
che unisce il vertice d'un triangolo isoscele col punto medio 
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dalla base , divìde per metà l'angolo al vertice, ed è perpen- 
dicolare alla base. 

Scolio 2. I due angoli alla base d' un triangolo isoscele 
sono sempre acuii. 



PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA 

Di due angoli d'un triangolo il maggiore è opposto al lato 
maggiore. 

Sia ABC ( (ig. 21 ) un triangolo nel quale il lato AC è mag- 
giore di AB , dico che l’angolo ABC ò maggiore di ACB. 

Sul lato AC si prenda AF=rAB e si congiunga BF ; sarà 
l'angolo ABF=AFB ; ma l'angolo ABC > ABF, c l’angolo ACB ■< 
Al'B; dunque l’angolo ABC > ACB. 

Scolio. I due angoli addiacenli al maggiore de’ tre lati d'un 
triangolo sono acuti. 



PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA 

Se in un triangolo ABC ( fìg. 20 ) , due angoli A, C sono 
eguali tra loro , i lati opposti a questi angoli sono pure 
eguali tra loro ; e per conseguenza il triangolo è isoscele. 

1. Dim. Di fallo, se i lati AB , BC non fossero eguali, gli 
angoli C , A sarebbero disuguali ( prop. prec. ) , ciò che è 
contrario all’ ipotesi. 

2. Dim. S'immagini costrutto un triangolo A'B'C' eguale al 
triangolo ABC , e , dopo rivoltato il suo piano , soprapposlo al 
triangolo ABC in modo che il lato C'A' cada sopra AC, che gli 
è eguale , e che il punto C' cada in A, ed il punto A' in C. 
Poiché gli angoli C' ed A' sono eguali agli angoli A c C , 
il lato C'B' prenderà la direzione di AB ed il lato A'B' quella 
di CB , ed il punto B' coinciderà con B ; c per conseguenza 
AB = C'B’ =• GB. 



PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA 

Di due lati d'un triangolo il maggiore è quello opposto 
all’angolo maggiore. 
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Sia ABC ( fig. 21 ) un triangolo nel quale l' angolo ABC > 
ACB , dico elio AC > AB. 

1. Dim. Di fallo, so AC fosse eguale ad AB, dovrebbe es- 
sere ang. ABC=ang. ACB, ciò che è contrario all’ ipotosi ; 
se fosse AC < AB dovrebbe essere ang. ABC < ang. ACB , 
ciò clic pure è contrario all'ipotesi; dunque AC > AB. 

2. Ditti. Si conduca la rolla AD , clic divida 1' angolo B AC 
in due parti eguali (bisettrice, dell’ angolo B AC). I due trian- 
goli ABD , ACD hanno l’angolo BAD = DAC e l’angolo ABC > 
ACD, dunque il terzo angolo ADB < ADC ; ma ADB -+- ADC = 
2 rolli, dunque ADB è acuto, e per conseguenza ABD è maggiore 
del complemento di BAD. Dall’angolo ABC si tagli una porzione 
ABF eguale al complemento di BAD ; la reità BF taglierà le 
rette AD ed AC ne’ punti E ed F rispettivamente compresi tra 
A , D e tra A , C. Nel triangolo ABE due angoli sono complc- 
menlarii : dunque il terzo AEB è retto. I due triangoli AEB , 
AEF hanno l’angolo BAE = EAF. l’angolo AEB = AEF ; dun- 
que ABE = AFE. Nel triangolo ABF essendo l’angolo ABF = 
AFB , sarà AF = AB ; ma AF < AC , dunque AB < AC. 

PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA 

In ogni triangolo un lato qualunque è minore della som- 
ma degli altri due, ed è maggiore della loro differenza. 

1) Sia ABC ( fig.2f ) un triangolo qualunque, dico clic il 
maggiore de’ suoi lati AC ò minore della somma degli altri 
due AB , BC. 

Si prenda AF eguale ad AB c si congiunga BF. Cinscuno 
degli angoli alla base del triangolo isoscele ABF sarà acuto; 
c per conseguenza 1’ angolo RFC sarà ottuso , ed FC <C BC. 
Aggiungendo da uua parte AF e dall’altra AB, si avrà AC <C 
AB-i-BC; dunque ec. 

2) Nel triangolo ABC il minore de’ tre lati AB è maggiore 
della differenza degli altri due. 

Di fallo, poiché AB-f-BC>- AC, togliendo di comune BC, 
si avrà AB > AC — BC. 

Coroil. Una retta è minore di qualunque linea contermine. 

Sieno AB ed AMB (fig.22) una retta ed una linea qualun- 
que , che abbiano gli stessi termini A e B, dico che AB-<AMB. 

Si congiunga un punto qualunque M della AMB coi punti 
AeB. avremo AB < AM-hMB. Si congiunga un punto qualun- 
que N di ANM con A ed M, si avrà AM < AN -+- NM ; e quindi 
con più ragione AB < AN -+- NM -+- MB. Ora è chiaro che 
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quanti più punti si prendono sulla AMB , tanto più grande di- 
venta la somma delle congiungcnli de’ punti consecutivi ; dun- 
que è da ritenersi che la somma di queste rette è minore del- 
la AMB ; e quindi con più ragione AB < AMB. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA 

Se da un punto 0 (fig. 23) preso dentro d'un triangolo ABC 
si conducono alle estremità di un lato BC due rette OB , OC : 

1 ) La loro somma ò minore della somma degli altri due 
lati AB , AC ; 

2 ) L’angolo da esse formalo è maggiore deli angolo A for 
malo dai medesimi lati AB , AC del triangolo. 

1) Si prolunghi BO fino all' incontro del lato AC in D , si 
avrà ( Prop . prec.) 

BO -l- OD < BA -+- AD 
ed OC < OD -t~ DC ; 

ed addizionando queste duo ineguaglianze , c togliendo OD 
dall'una parte e dall'altra , 

BO -f- OC < BA -t- AC. 

2 ) Essendo l’angolo OlìC < ABC e l’angolo OCB < ACB, sarà 
ang OBC -+- ang OCB < ang ABC -+- ang ACB ; 
c per conseguenza 

ang. BOC > ang. BAC. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMI 

Due triangoli che hanno un lato eguale addiaccnle a due 
angoli rispettivamente eguali sono eguali. 

Sia il Iato BC ( fig. 21 ) eguale al lalo EF , l’angolo B eguale 
all’angolo E , e 1’ angolo C eguale all' angolo F , dico che il 
triangolo ABC è eguale al triangolo DEF. 

Si soprapponga il triangolo DEF al triangolo ABC , in modo 
che il lato EF cada sul suo eguale BC ; il punto E cadrà in 
B ed il punto F in C. Poiché gli angoli E ed F sono rispet- 
tivamente eguali agli angoli B e C , il lalo ED prenderà la 
direzioac di BA , ed il lalo FD la direzione di CA , ed il punto 
1) comune ai due lati DE , 1)F cadrà sul punto A comune ai 
due lati AB , AC ; dunque i due triangoli coincidono, e sono 
perciò eguali. 
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Conou. 1. Dall'eguaglianza de’ triangoli risulla che il lerzo 
angolo A è eguale al lerzo angolo I) ( conformemente, alla 
prop. 12 corali. 3 ) , ed i rimanenti lati AB , AC sono rispet- 
tivamente eguali ai rimancnli lati DE , DF. 

Conou. 2. Un triangolo è interamente determinalo quando 
è dato un lato e due de’ suoi angoli. 

Conou. 3. Un triangolo rettangolo è interamente determi- 
nato quando è dato uno de' suoi angoli acuti ed un luto. 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA 

Due triangoli che hanno un angolo eguale compreso tra 
lati ri8pellivamenlc eguali sono eguali. 

Sia l'angolo A ( fxg. Si ) eguale all’angolo D , ed i lati AB , 
AC rispettivamente eguali ni lati DE , DF , dico che il trian- 
golo ABC è eguale al triangolo DEF. 

Soprappongasi il triangolo DEF al triangolo ABC . ponendo 
il lato DE sul suo eguale AB , il punto 1) cadrà in A ed il 
punto E in B ; e poiché l'angolo D è eguale all'angolo A , il 
lato DF cadrà sopra AC: ed essendo DF = AC. il punto F 
cadrà in C , e per conseguenza il lato EF coinciderà con BC. 

I due triangoli coincidono e sono perciò eguali. 

Conou 1. II terzo lato BC ò eguale al terzo Iato F.F , ed 
i rimancnli angoli B c C sono rispettivamente eguali ai rima- 
nenti angoli E ed F. 

Conou. 2. Un triangolo 6 interamente determinalo quando 
sono dati due de' suoi lati e l’angolo da essi compreso. 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA 

Se i due lati AB , AC ( fig. 2J ) del triangolo ABC sono ri- 
spettivamente eguali ai due lati DE , DF dei triangolo DEF, 
e se di più l'angolo B è eguale all'angolo E, e i’ angolo C 
è della stessa specie dell'angolo F, il triangolo ABC è eguale 
al triangolo DEF. 

Pongasi il triangolo DEF sul triangolo ABC facendo coinci- 
dere il Iato DE col suo eguale AB ; poiché l'angolo E è eguale 
all’angolo B , il lato EF prenderà la direzione di BC , ed il 
punto F , dico che cadrà sul punto C. Di fatto, supponiamo 
che il punto F cada sul lato BC in F' , c p. c. che il lato DF 
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prenda la posizione AF'. Il triangolo isoscele AF'C avrà ciascu- 
no degli angoli alla base acuti, e per conseguenza l’angolo AF'B 
sarà ottuso ; ma l’angolo AF'B è eguale a DFE , dunque i due 
angoli F e C sarebbero di diversa specie , ciò che è contra- 
rio all’ ipotesi. Similmente si dimostrerebbe che il punto F 
non puà cadere sul prolungamento di BC ; dunque deve ca- 
dere in C ed i due triangoli coincideranno, c saranno perciò 
eguali. 

Conou. Due triangoli rettangoli sono eguali se hanno l'ipo- 
tcnusa eguale ed un cateto eguale. 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA 

Due triangoli sono eguali se hanno i loro Ire lati rispet- 
tivamente eguali. 

Sieno i lati AB , BC , CA del triangolo ABC ( fig . 26 ) , ri- 
spettivamente eguali ai lati DE , EF , FD del triangolo DEF , 
dico che i due triangoli sono eguali tra loro. 

Si dispongano i due triangoli l’uno accanto dell’altro, in 
modo che il lato DF , che supporremo essere addiaccnle a 
due angoli acuti , coincida col suo eguale AC , facendo ca- 
dere il punto 1) in A ed il punto F in C , e si congiunga BE. 
Se si congiunge ciascuno dei punti A e C col punto medio di 
BE , siccome i triangoli ABE , CHE sono isosceli , le congiuu- 
genli saranno perpendicolari a BE in uno stesso punto, e per- 
ciò in linea retta : dunque AC ò perpendicolare a BE e passa 
pel suo punto medio. Inoltre siccome gli angoli EAC , ECA 
sono acuti, la EB cadrà dentro del triangolo AEC , e taglierà 
la AC in un punto compreso tra A e C. Ora essendo AB = 
AE sarà ang. ABE = ang. AEB , ed essendo CB = CE, sarà 
ang. CBE = ang. CEB ; dunque ang. ABE ung. EBC=ang. 
AEB ang. BEC , ossia ang. ABC = ang. AEC ; e pel teorema 
20. i due triangoli ABC, AEC , ovvero ABC , DEF sono eguali. 

Scolio. Questa teorema può anche facilissimamente dimo- 
strarsi con la riduzione all’ assurdo , dopo la segueule 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA 

Se i due lati AB , AC del triangolo ABC [fxg.21) sono ri- 
spettivamente eguali ai due lati DE , DF del triangolo DEF 
e se nello stesso tempo l'angolo BAC compreso Ira i lati del 

\ 



Digitized by Google 




20 



PLANIMETRIA 



primo è maggiore dell' angolo EDF compreso tra i lati del 
secondo , il terzo lato OC del piamo triangolo è maggiore del 
terzo tato EF del secondo. 

Facciasi l'angolo CAE' eguale ad FDE , prendasi AE'=DE 
e congiungasi CE'. 1 due triangoli ACE' , DEE ( prop. 20) sono 
eguali, e perciò CE' = EF. 

Si conduca la bisettrice dell’angolo BAE' , e poiché l’an- 
golo BAC ò maggiore dell’angolo CAE' essa cadrà nell'angolo 
BAC ed incontrerà BC io un punto G compreso tra B e C. Si 
conduca la retla GE' , la quale sarà eguale a GB , perchè i 
due triangoli BAG , GAE' sono eguali avendo un angolo eguale 
compreso tra Iati eguali. 

Nel triangolo CGE' si ha CE' < CG -+- GE' , e siccome GE'== 
GB, sarà pure CE' < CG -r- GB , ossia CE'<CB. 

Scolio. Reciprocamente, se i duo lati AB , AC del triangolo 
ABC sono rispettivamente eguali ai due lati DE , DF del trian- 
golo DEF . e se di più il terzo lato BC è maggiore del terzo 
lato EF , l’angolo BAC è maggiore dell’angolo EDF. 

Si dimostra facilmente o con la riduzione all’assurdo , o di- 
rettamente. 



PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA 

Da un punto A ( fìg. 28 ) dato fuori di una retta BC si può 
condurre a questa retta una sola perpendicolare. 

Di fallo, conduciamo pel punto A una retta qualunque AE, 
e facciamo al punto A un angolo EAF eguale al complemento 
ili AEB , l’angelo AFE sarà retto , e per conseguenza AF sarà 
perpendicolare a BC. Qualunque altra retta condotti pel punto 
A non farà con BC angoli retti, e sarà perciò obliqua. 

Il punto d’incontro di una perpendicolare ad una retta con 
questa retta, dicesi piede, della perpendicolare. 

Il punto d’ incontro di una ohbliqua ad una retta con que- 
sta retta , diccsi piede dell’ ohbliqua. 

Se da un punto preso fuori d’una retta conduciamo a que- 
sta retta la perpendicolare e diverse obblique , diremo clic 
due oblique sono egualmente o disugualmente lontane dalla per- 
pendicolare, secondo che i loro piedi sono egualmente o disu 
gualmcntc lontani dal piede della perpendicolare. 



C* 
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PROPOSIZIONE XXV. 



TEOREMA. 

Se da un punto A (fig. 29) preso fuori d’ una retta RC si 
conducono a questa retta la perpendicolare AD c differenti 
obblique AE , AF , AG : 

/“) La perpendicolare AD è minore di qualunque obbli- 
quo A E ; 

2°) Due obblique AE , AF egualmente lontane dalla per- 
pendicolare sono eguali; 

3°) Di due obblique AG , AE disugualmente lontane dalia 
perpendicolare , la AG che più si allontana è la maggiore. 

1 # ) Nel triangolo ADE, la AD, che si oppone ad un angolo 
acuto , è minore di AE, che si oppone ad un angolo retto. 

2°) 1 due triangoli ADE , ADF hanno il lato AD di comune, 
il lato DE eguale a DF c l’angolo ADE eguale ad ADF; dun- 
que AE = AF. 

:$°) Nel triangolo A G E l’ angolo A E G è ottuso , dunque 
AG > AE. 

Coroll. 1° La perpendicolare abbassata da un punto ad 
una retta , misura la distanza del punto dalla retta. 

Coroll. 2* Da un punto dato fuori d' una retta non possono 
condursi a questa retta più di due obblique eguali ad una 
data retta. 

Scolio. Le reciproche sono vere e possono dimostrarsi di- 
rettamente ed indirettamente. 

Per luogo geometrico piano di un punto , s’ intende quella 
linea piana i cui punti , ed essi soli , godono di una stessa 
proprietà. 

Allorché sarà parola di luoghi geometrici piani, diremo sem- 
plicemente luoghi. 



PROPOSIZIONE XXYI. 



TEOREMI. 

Se dal punto medio C (fig. 30) d' una retta AB, si eleva la 
perpendicolare a questa retta : 

1”) Ogni punto K della perpendicolare è egualmente lon- 
tano dagli estremi A , B di questa retta ; 
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2®) Ogni punto G preso fuori della perpendicolare è disu- 
gualmente lontano dai medesimi estremi. 

1°) Di fallo si congiungano EA,EB. Poiché AC = CB, sarà 
AE = EB ( prop. prec.) 

2") Congiungasi GA,GB. Poiché i punii G ed A si trovano 
da parti differenti della reità EF , la GA taglierà questa reità 
in un punto F che congiungcremo con B , ed avremo FA=FB. 
Ora GB<GF-t-FB; dunque anche GB<GF-t-FA, ossia GB<GA. 

Scolio. La perpendicolare elevala ad una retta dal suo 
punto medio , è il luogo de' punti equidistanti dagli estremi 
di questa retta. 

PROPOSIZIONE xxvir. 

TEOREMA. 

Tutti i punii della bisettrice d’ un angolo sono egualmente 
lontani dai lati dell' angolo , e tutti i punti fuori della bi- 
settrice sono disugualmente lontani dai medesimi lati. 

Sia BAC (fìg. 31) un angolo ed AD la sua bisettrice, 
dico che : 

1") Ogni punto E situalo sulla bisettrice è egualmente lon- 
tano dai lati AB , AC; 

2*) Ogni punto N preso fuori della bisettrice è disugual- 
mente lontano dai medesimi lati. 

1°) Si abbassino le perpendicolari EF , EG ai Iati AB , AC. 
I duo triangoli AEG.AEF hanno un lato di comune addiacenlc 
a due angoli rispettivamente eguali , sono perciò eguali ; c 
per conseguenza EG = EF. 

2°) Si abbassino le perpendicolari NII , NM ai lati AB , AC , 
una di esse NH taglierà la bisettrice in un punto 1 , dal quale 
si abbassi la IL perpendicolare ad AC, e si congiunga LN. La 
perpendicolare NM è minore delPobbliqua NL ; ma NL<NI-t-IL, 
o ciò die vale lo stesso NL<NI-t-III ; dunque con più ra- 
gione NM < NII. 

Scorzo. La bisettrice di un angolo é il luogo de' punti ad 
esso interni , ed equidistanti dai suoi lati. 

PROPOSIZIONE XXVIII. 

TEOREMA. 

La somma di lutti gli angoli interni di un poligono è 
eguale a tante volle due angoli redi quanti sono i lati dei 
poligono meno due. 

Nel poligono ABCDEF {}ig. 32) si tirino da un vertice A le 
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diagonali AC.AD,AE; il poligono rimarrà diviso in Innli trian- 
goli quanti sono i suoi lati meno due , perchè questi trian- 
goli hanno per vertice comune il punto A e per basi i dif- 
ferenti lati del poligono, meno i due che formano l’angolo A. 
Inoltre siccome BCD = BCA -+- ACD , CDE = CD/V -+- ADE 
e BAF = BAC-t-CAD-+-DAE-t-EAF, è chiaro che la somma 
di lutti gli angoli interni del poligono è eguale alla somma 
degli angoli interni di tutti i triangoli ; c poiché la somma 
degli angoli di un triangolo è eguale a due retti , la somma 
degli angoli interni di un poligono è eguale a tante volle due 
angoli retti quanti sono i suoi lati meno due. 

Scolio. Il teorema è egualmente vero pei poligoni non con- 
vessi , il cui perimetro non taglia sò stesso , e si dimostra 
scomponendo il poligono in triangoli come nella figura 33. 

Coholl. La somma de’ quattro angoli d' un quadrilatero è 
eguale a quattro angoli retti. — Un quadrilatero equiangolo ha 
tulli i suoi angoli retti. 

La somma degli angoli interni di un pentagono è eguale a 
sei retti. — Un pentagono equiangolo ha ciascuno de' suoi an- 
goli eguale a ^ di un retto. 

La somma degli angoli interni di un esagono è eguale a 8 
angoli retti. — Ciascun angolo di un esagono equiangolo è eguale 

a ~ di un angolo retto. 

In generale la somma degli angoli interni di un poligono 
di n lati è eguale a 2n — 4 angoli retti; e se il poligono è 

equiangolo ciascuno de’ suoi angoli è eguale a di un 

Ti 

angolo retto. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA. 

Prolungandosi nello stesso verso tulli i lati di un poligono 
convesso , la somma degli angoli esterni, che ne nascono, è 
eguale a 4 angoli retti. 

Di fallo, in ogni vertice si hanno due angoli supplementari, 
uno interno e l'altro esterno, quindi la somma di lutti gli 
angoli interni ed esterni è eguale a tante volte due angoli 
retti quanti sono i lati del poligono ; questa somma sarà per- 
ciò 2n retti, se n rappresenta il numero de’ lati del poligono; 
ma 2n — 4 retti è la somma degli angoli interni; per con- 
seguenza 4 retti sarà la somma di tutti gli angoli esterni. 
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Scolio. Per un poligono ad angoli ricnlranli, la somma di 
tulli gli angoli esterni addiacenti agli angoli sporgenti , meno 
la somma di tutti gli angoli esterni addiacenti agli angoli rien- 
tranti, è eguale a 4 angoli retti. 

Un quadrilatero regolare dicesi quadrato. 

Un quadrilatero equiangolo dicesi rettangolo. 

Un quadrilatero equilatero dicesi rombo. 

Un quadrilatero, clic ha i lati opposti a due a due paralleli, 
dicesi parallelogrammo. 

Un quadrilatero, che ha solamente due lati paralleli, diccsi 
trapezio. 

PROPOSIZIONE XXX. 

TEORESA. 

In ogni parallelogrammo i lati opposti come pure gli an- 
goli opposti sono eguali tra loro. 

Sia ABCD (fig. 34) un parallelogrammo, dico clic AB=DC, 
AD =BC, angDAB = angBCD ed ang ADC = angABC. 

Si tiri la diagonale DB. I due triangoli ABL) , DBC hanno il 
Iato DB di comune, l’angolo ABD eguale a BDC, come alterni 
interni rispetto alle parallele AB,CD e la segante DB, e l'an- 
golo ADB eguale a DBC come alterni interni rispetto alle pa- 
rallele AD,BC c la segante DB, dunque essi sono eguali; e 
per conseguenza AB = DC , AD = BC, e l’ angolo DAB = BCD. 
L’ angolo ADC somma di ADB e BDC è eguulo all’ angolo ABC 
somma di CBD c DBA. 

Coroll. 1° Le parallele comprese tra due parallele sono 
eguali. 

C.oroll. 2® Due parallele sono da per tutto egualmente di- 
stanti. 

PROPOSIZIONE XXXI. 

TEOnEJIA. 

Un quadrilatero è un parallelogrammo se ha i tali opposti 
o pure gli angoli opposti eguali. 

1) Sia ABCD (fig. 34) un quadrilatero nel quale AB=DC,AD=BC, 
dico che esso è un parallelogrammo. 

Si tiri la diagonale DB. 1 due triangoli ABD , DBC hanno i 
tre lati rispettivamente eguali, sono perciò eguali, ed ang ABD 
= ang BDC , ai.g ADB = ang DBC; c per conseguenza AB è pa- 
rallela a DC , cd AD a BC. 
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2) Sia ABCD un quadrilatero nel quale angA = nngC, ed 
angB=ang. D, dico clic esso è un parallelogrammo. 

Dall' ipotesi risulta che la somma degli angoli A e D è eguale 
alla somma degli angoli B c C ; e per conseguenza , siccome 
la somma di lutti c quattro è eguale a 4 retti , ciascuna dello 
somme A-t-D . B-+-C c eguale a 2 retti , ed AB è parallela 
a Cl) ( Prop . S (4)). 

Similmente si dimostra che AD è parallela a BC. 

ConoLi. 1° 11 rombo è un parallelogrammo. 

Coroll. 2° 11 rettangolo è parallelogrammo. 

PROPOSIZIONE XXXII. 



TEOREMA. 

Un quadrila'ero è un parallelogrammo se ha due lati opposti 
eguali e paralleli. 

Sia ABCD (fig. 31) un quadrilatero che abbia AB eguale e 
parallelo a DC , dico che esso è un parallelogrammo. 

Si conduca la diagonale DB. I due triangoli ABD,BDC hanno 
il lato DB di comune, il lato AB eguale al lato DC e l’an- 
golo ABI) eguale a BDC ; dunque sono eguali (prop. 20), ed 
angADB = ang DBC; e per conseguenza AD è parallela a BC. 

PROPOSIZIONE XXXIII. 

TE0RU1A. 

In ogni parallelogrammo le diagonali si tagliano scambie- 
volmente in parti eguali. 

Nel parallelogrammo ABCD (fig. 33) si tirino le diagonali 
AC , DB , dico che esse si tagliano scambievolmente in parli 
eguali. 

I due triangoli AOD , EOC hanno un lato eguale, AD = BC 
(prop. 30), addiaccine a due angoli rispettivamente eguali, 
ADO = OBC , DAO = OCB , essi dunque sono eguali; e per 
conseguenza AO = OC c DO = OB. 

Scolio. Le diagonali sono disuguali ed obblique tra loro 
nel parallelogrammo, eguali ed oblique nel rettangolo, disu- 
guali e perpendicolari tra loro nel rombo , eguali c perpen- 
dicolari tra loro nel quadralo. 

Reciprocamente un quadrilatero è : 

1°) un parallelogrammo se le diagonali sono disuguali , si 

4 
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tagliano scambievolmente in parli eguali , e sono obbliquc 
Ira loro : 

2°) un rettangolo se le diagonali si tagliano scambievolmente 
in parti eguali , e sono tra loro eguali ed obbliquc : 

3°) un rombo se le diagonali si tagliano scambievolmente 
in parli cgual', c sono perpendicolari e disuguali tra loro : 
4°) un quadralo se le diagonali si tagliano scambievolmente 
ili parti eguali , c sono perpendicolari ed eguali tra loro. 

PROPOSIZIONE XXXIV. 

TEOREMA. 

Due poligoni sono eguali se hanno tulli i lati e tulli gli 
angoli, ad eccezione di due lati e dell’angolo da essi com- 
preso , eguali ed egualmente disposti. 

Sieno ABCDE . A'B'C'D'E' (fìg. 30) due poligoni tali che 
BC=B'C' . C!)=C'D' . DE=D'E' , ed ang B=ang li' , ang C=ang C', 
ang D = ang D' , ang E = ang E', dico olio essi sono eguali. 

Si siprapponga il poligono A'B'C'D'E' al poligono ABCDE fa- 
cendo coincidere i due lati eguali B'C' e BC. Poiché 1’ angolo 
B' è eguale all’ angolo B , il lato B'A' prenderà la direzione 
di BA , e poiché l’ angolo C' è eguale all’ angolo C, il lato C'D' 
cadrà sopra CD, ed essendo C'D' = CD il punto D' cadrà in D. 
Inoltre 1’ angolo D' è eguale a D , dunque D'E' cadrà sopra 
DE, ed il punto E' sul punto E, a causa dell’eguaglianza dei 
lati D'E' e DE. Poiché l’angolo E' è eguale all' angolo E, il 
lato E'A' cadrà sopra EA , e siccome B'A' cade sopra BA , il 
punto A' cadrà in A. 1 poligoni dunque coincidono , e sono 
perciò eguali. 

PROPOSIZIONE XXXV. 

TEOREMA. 

Due poligoni sono eguali se hanno tulli i lati c tulli gli an- 
goli , ad eccezione di un lato c dei due angoli ad esso ad- 
diacenli, eguali ed egualmente disposti. 

Sieno ABCDE , A'B'C'D'E' ( fig. 36 ) due poligoni tali che 
BC=B'C' , CI)=C'D' , DE=D'E' , EA=E'A' , ed ang C = ang C' , 
ang D = ang D' , ang E = ang E' , dico che questi poligoni sono 
eguali. 

La dimostrazione si conduce come la precedente , mediante 
la soprapposizione de’ poligoni. 
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PROPOSIZIONE XXXVI. 

TEOREMA. 

Due poligoni sono eguali se hanno tulli i lati e tutti gli 
angoli , ad eccezione ili tre angoli consecutivi, eguali ed 
egualmente disposti. 

La dimostrazione è facile , se si conduce in ciascuno dei 
poligoni la diagonale che congiunge i vertici di due degli an- 
goli eccettuali. 

Scolio. Non considerando clic le parti del contorno, perla 
determinazione di un poligono di n lati , 6 necessario cono- 
scere 2 » — 3 di queste parli , tra le quali vi debbono essere 
almeno n — 2 lati. 



APPENDICE AL LIRItO Pillilo 



Due punti sono detti simmetrici per rapporto ad un terzo, 
se la retta che li unisce passa pel terzo punto , ed è da esso 
divisa in parli eguali. 

Un punto dicesi centro di simmetria o semplicemente cen- 
tro di una figura , se ciascun punto della figura ha il suo 
simmetrico, per rapporto ad esso , nella figura stessa. La fi- 
gura allora dieesi simmetrica rispetto a questo centro. 

Un punto dicesi centro di simmetria o semplicemente centro 
di due figure , se ciascun punto della prima figura Ira il suo 
simmetrico rispetto a tale punto nell'altra figura. In tal caso 
le due ligure diconsi simmetriche per rapporto a questo centro. 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

Due figure simmetriche per rapporto ad un centro sono 
sopr apponibili mediante una rotazione intorno a questo centro. 

Siano A , B , C ... (/?</. 38) de' punti della prima figura , 
ed A' , B' , C' . . . i loro simmetrici nella seconda , c sia 0 ii 
centro di simmetria. Se si conducono le rette AA',BB',CC'... 
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queste passeranno tutte pel centro 0, saranno da esso divise per 
metà, e sarà inoltre ang AOB = angA'OB' , ang AOC = ang A'OO'..* 
Si faccia rotare la prima figura intorno al punto 0 finché AO 
coincida con OA', allora, siccome ang.\0B=angA'0'B'cd OB=OB', 
la retta OB cadrà sulla OB', ed il punto lt in B'. Similmente 
si dimostra che C cadrà in C' . . . , dunque ciascun punto 
della prima figura coinciderà col suo simmetrico nella seconda, 
e perciò le due figure coincideranno. 

Conou.. 1. La linea simmetrica di una linea retta , per rap- 
porto ad un punto , è una retta ad essa eguale e parallela 
in verso contrario. 

Sia AB ( fig . 39) una retta ed A'B' la linea ad essa simme- 
trica per rapporto al punto 0, c siano inoltre D c D' due punti 
simmetrici di queste lince , la congiungculo DD' passerà per 
0, e sarà da esso divisa in due parli eguali. 

Si faccia rotare la figura OD'B'A' intorno al punto 0 finche 
D' coincida col suo simmetrico D, la linea A'B' dovrà coin- 
cidere con AB, e per conseguenza dev’essere una retta eguale 
ad AB. 

Inoltre l’angolo OD'B' coincide con OBB, dunque essi sono 
eguali, c p. c. (Prop. 5, 2) la retta A'B' nella primitiva po- 
sizione è parallela ad AB in verso contrario. 

Coroll. 2. La figura simmetrica di un poligono , per rap- 
porto ad un centro, è un poligono ad esso eguale, ed i luti 
simmetrici di queste figure sono eguali, c paralleli in verso 
contrario. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

Due rette sono simmetriche per rapporto ad un centro se 
i loro estremi sono simmetrici per rapporto allo stesso centro. 

Sieno AB ed A’B' (fig. 39) duo rette tali, che gli estremi 
A,B della prima sieno simmetrici agli estremi A'.B' della se- 
conda , per rapporto al cenlro 0 , dico clic AB ed A'B' sono 
simmetriche per rapporto allo stesso centro 0. 

Di fatto, la linea simmetrica della retta AB per rapporto al 
cenlro 0. deve essere una retta clic passa per A' c B'; dun- 
que è A'B'. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA. 

Due figure s i io simmetriche per rapporto ad un centro se 
i toro contorni sono simmetrici per rapporto allo stesso cenlro. 

Siano F ed F' due figure (fig. IO) i cui contorni sieno siin- 
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metrici per rapporto ad un centro 0 . dico che esse sono sim- 
metriche per rapporto alto stesso centro. 

Di fatto se facciamo rotare la figura F intorno al punto 0 
finché un punto qualunque B del suo contorno coincida col 
suo simmetrico B' dell’ altra figura , i due contorni coincide- 
ranno (App. p rop. f ) , c quindi anche le due figure. Sia A un 
punto qualunque della figura F ed A' il punto della figura F', 
che dopo la rotazione coincide con esso. Si rimetta la figura 
F nella primitiva posizione, c si suppongano congiunti i punti 
B , B' , A ed A' con 0. BOB' è una linea retta , e , poiché 
ang B0A= ang B'OA', anche AOA' sarà retta ; e siccome si ha 
pure OA = OA'. i punti A ed A' sono simmetrici : quindi ogni 
punto di una di queste ligure ha il suo simmetrico nell'altra. 

Conou. 1. Due [poligoni sono simmetrici per rapporto ad 
un centro se i loro vertici omologhi sono simmetrici per rap- 
porto allo stesso centro. 

Di fatto i contorni sono simmetrici ec. 

Conou. 2. Se due poligoni hanno i lati a due a due eguali 
c paralleli in verso contrario, hanno un centro di simmetria. — 
Esso è il punto medio della congiungcnlc di due vertici di 
angoli, che hanno i lati eguali c paralleli in verso contrario. 

Scouo. Se una figura è simmetrica per rapporto ad un 
punto, e per esso si conduce una retta, questa dividerà la 
figura in due simmetriche l'una dell'altra: e per conseguenza: 

1) In un poligono simmetrico per rapporto ad un puuto , 
due lati opposti sono eguali e paralleli in verso contrario. 

2) Se il contorno di una figura 6 simmetrico per rapporto 
ad un punto , la figura sarà simmetrica per rapporto a que- 
sto punto. 

3) Se in un poligono i vertici sono a due a due simmetrici 
per rapporto ad un punto , il contorno sarà simmetrico per 
rapporto a questo punto, e per conseguenza anche il poligono. 

4) Se in un poligono i lati sono a due a due eguali e pa- 
ralleli in verso contrario , questo poligono ha un centro di 
simmetria. Esso è il punto medio della congiungenle di due 
vertici opposti. 

Due punti sono delti simmetrici per rapporto ad una retta 
(risse) , se la retta che li unisce è perpendicolare alla prima, 
ed è da essa divisa in due parli eguali. 

Una retta dice.si asse di simmetria di una figura , se cia- 
srun punto della figura ha il suo simmetrico, per rapporto a 
questa retta , nella figura stessa. 

Una retta diccsi asse di simmetria di due ligure , se ciascuu 
punto della prima ha il suo simmetrico, per rappnito a rjno- 
sta retta, nell'altra. In tal caso le due figure si dicono sim- 
metriche per rapporto a quest' asse. 
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PROPOSIZIONE IV. 

TEORE.HA. 

Due figure simmetriche per rapporto ad un asse sono so- 
prapponibili mediante una rotazione intorno all' asse. 

Facile. 

Coroll. 1 . La linea simmetrica di una data retta por rap- 
porto ad un asse è una retta ad essa eguale. — La retta data 
e la simmetrica concorrono in uno stesso punto dell’ asse di 
simmetria, c formano con esso angoli eguali. 

Coroll. 2. La figura simmetrica di un poligono, per rap- 
porto ad un asse , è un poligono ad esso eguale ; ed i lati 
omologhi di queste figure concorrono in uno stesso punto 
dell' asse , c formano con esso angoli eguali. 

PROPOSIZIONE V. 

TEORESA. 

Due rette sono simmetriche per rapporto ad un asse se i 
loro estremi sono simmetrici per rapporto allo stesso asse. 

Facile. 



PROPOSIZIONE VI. 

TEORESA 

Due figure sono simmetriche per rapporto ad un asse se 
i loro contorni sono simmetrici per rapporto allo stesso asse. 

Facile. 

Coroll. 1 . Due poligoni sono simmetrici per rapporto ad un 
asse se i loro vertici omologhi sono simmetrici per rapporto 
allo stesso asse. 

Coroll. 2. Se due poligoni hanno i Iati a due a due con- 
correnti in un punto d’ una medesima retta, c l’angolo da 
essi formato è diviso per metà da questa retta , i due poli- 
goni sono simmetrici per rapporto a questa retta. 

Scolio. Tutto ciò che si è detto per due poligoni vale an- 
che per un sol poligono , quindi : 

1°) Se una figura è simmetrica per rapporto' ad un asse, 
le porzioni che si trovano da una parte c dall’altra dell'asse 
sono soprapponibili mediante una rotazione intorno all'asse. 
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2°) In un poligono simmetrico per rapporto ad un asse, due 
lati che congiungono due coppie di vertici simmetrici sono 
eguali , concorrono in uno stesso punto dell* asse , ed il loro 
angolo è diviso per metà dall’ asse. 

3 # ) Se il contorno di una figura è simmetrico per rapporto 
ad un asse , la figura sarà simmetrica per rapporto a que- 
st' asse. 

4°) Se un poligono ha i vertici a due a due simmetrici per 
rapporto ad un asse , il contorno, e per conseguenza anche il 
poligono, è simmetrico per rapporto a quest' asse. 

5°) Se in un poligono i lati concorrono a due a due in un 
punto d’ una stessa retta , e questa retta 6 bisettrice degli 
angoli da essi formati , il poligono è simmetrico per rap- 
porto a questa retta. 



PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMI. 

Ogni figura che ha due assi di simmetria perpendicolari 
tra loro , ha per centro di simmetria l' intersezione di que- 
sti assi. 

Siano xx'.yy’ (fìg. it) i due assi di simmetria perpendico- 
lari tra loro , c sia A un punto qualunque della figura , dico 
clic vi sarà un altro punto A" della figura stessa il quale sarà 
simmetrico di A per rapporto al punto 0 d' intersezione dei 
due assi xx' , yy'. 

Di fallo , essendo la figura simmetrica per rapporto ai due 
assi xx' ,yy' vi sarà un punto A' simmetrico di A per rapporto 
ad yy' ed un punto A" simmetrico di A' per rapporto ad xjb'. 
Or se si congiungono i punti A , A' ed A" col punto 0, si ha 
AO = A'O == A''0 , AOy = i/OA' ed A'Ox= xOA", e siccome 
j/OA'-t-A'Ox=l retto , cosi A0i/-t-t/0A'-bA'0x-t-x0A''=2 retti , 
dunque AOA" è una retta ed A" è simmetrico di A per rap- 
porto al punto 0. 

Scolio. Delle quattro porzioni nelle quali è divisa la figura 
dai due assi xx' , yy', due qualunque addiacenti sono simme- 
triche per rapporto all'asse che le divide, e due qualunque 
opposte sono simmetriche per rapporto al centro. 
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Circonferenza di cerchio diccsi una linea curva MNP(/f<7.42), 
i cui punii sono egualmente lontani da un punto interno C , 
detto centro. Lo spazio racchiuso dalla circonferenza , dicesi 
cerchio. 

Ogni linea retta CAI , condotta dal centro alla circonferenza, 
diccsi raggio. 

Ogni reità MP . che passa pel centro C , ed è terminata da 
ambo le parli alla circonferenza , dicesi diametro. Tutti i 
raggi di un cerchio , come puro lutti i diametri , sono eguali 
tra loro. 

Tulli i punti d' una circonferenza disiano dal centro di una 
quantità eguale al raggio ; lutti i punti esterni al cerchio di- 
siano dal centro di una quantità maggiore del raggio; e tutti 
i punti interni al cerchio disiano dal centro d' una quantità 
minore del raggio — Reciprocamente. . . . 

Una porzione qualunque MRN della circonferenza diccsi arco. 

La retta SIN che unisce gli estremi di un arco J1RN , diccsi 
corda di quest’ arco. 

Lo spazio MRN compreso tra un arco MRN e la sua corda 
SIN , diccsi segmento. 

Lo spazio ACB compreso tra un arco AB ed i raggi CA.CB, 
che passano per gli estremi di quest’ arco , diccsi settore. 

PROPOSIZIONE I. 



TEOREMA. 

Una circonferenza non può essere incontrata da una retta 
in più, di due punti. 

Di fatto , se la circonferenza fosse incontrala dalla retta in 
più di due punti , congiungendo ciascuno di essi col centro, 
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si avrebbero più «li due obblique eguali , condotte ad una 
retta da un punto fuori di essa; ina ciò è impossibile; dun- 
que 6 parimente impossibile che una retta possa incontrare 
una circonferenza in più di due punti. 

Scolio. Se una retta taglia una circonferenza in due punti, 
dicesi se/janlc. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

I* 

Ogni corda è minore del diametro. 

Sia AD (fig. 43) una corda qualunque, e sia pel punto A 
condotto il diametro AH, dico clic AD<AB. 

Di fallo , se si congiungc CD , si avrà il triangolo ACD nel 
quale AI) < AC -t- CD; ma AC-t- CD = AC -+- CB = AB ; dun- 
que AD < AB. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA. 

Ogni diametro divide il cerchio e la circonferenza in due 
parli eguali. 

Sia AB (fig. 44) un diametro qualunque del cerchio C, dico 
che esso divide il cerchio e la sua circonferenza in duo parti 
eguali. 

Di fatto , si faccia rotare la figura ADR intorno ad AB, fin- 
ché cada sulla figura AEB ; la linea ADR, dovrà cadere esat- 
tamente sulla linea AER , altrimenti nell' una o nell' altra vi 
sarebbero de* punti disugualmente lontani dal centro , e ciò 
è contro la definizione della circonferenza. 

Coitoti. 1. Il diametro AB perpendicolare alla corda ED, . 
divide questa corda e gli archi DAE , DBE , da essa sottesi, 
in due parli eguali. 

Di fatto , facendo rolaro il semicerchio ADB intorno ad AB, 
finché coincida col semicerchio AEB, ly semicirconferenza ADB 
coinciderà con la semicirconferenza AEB ; e poiché gli angoli 
AFDjAFE sono eguali, la FI) cadrà sulla FE ed il punto D, 
comune alla ADB ed FD , coinciderà col punto E , comune 
alla AEB ed FE ; dunque FD = FE , are AD = are AE ed 
are DB = are DE. 

Cor.oLi. 2. 11 centro di un cerchio , il punto medio di una 
corda , ed i punti medi degli archi da essa sottesi stanno 
sopra una medesima linea retta perpendicolare alla corda. 

CoituLL. 3. Ogni diametro ù un asse di simmetria del cerchio. 
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PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

Per tre punti dati non in linea restia , si può sempre far 
passare una circonferenza di cerchio , c non se ne può far 
j assare clic una sola. 

Siano A , B , C i Ire punii dati (fig. fj). Pai punii D cd E medi 
delle rcllc AB c BC si elevino DE ed F.G rispettivamente perpen- 
dicolari ad esse. Queste perpendicolari dovranno incontrarsi in 
un punto 0. perché se fossero parallele, la AB perpendicolare 
a DF, dovrebbe essere perpendicolare anche a GE, ed allora 
dal punto B si potrebbero condurre ad EG due perpendicolari, 
ciò clic è impossibile. 11 punto 0 , come appartenente alla 
1)F (Lib. I. prop. 26), è egualmente lontano da A c da B, c, 
come appartenente alla EG , é egualmente lontano da B c da 
C; dunque esso è egualmente lontano da A , B e C , c per 
conseguenza la circonferenza descritta col punto 0 come cen- 
tro e con un raggio eguale alla distanza Oli , passerà pei tre 
punti A , B , C. Inoltre non vi è che il solo punto 0 , che è 
egualmente lontano dui punti A.B,C, perché ogni altro punto 
trovasi fuori almeno di una delle rette I)F cd EG, c quindi 
non può essere equidistante da questi tre punti ; dunque 
non vi é che una sola circonferenza che passa pei ire punti 
A , B , C. 

Ogni angolo che ha il vertice al centro di un cerchio, di- 
cesi angolo al centro. 



PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

Nello stesso cerchio o in cerchi eguali , se due angoli al 
centro sono eguali, gli archi da essi intercetti sono pure 
eguali, e reciprocamente. 

\) Siano C c C' (Jìg. 16) due cerchi eguali, ed ACB.A’C'B' 
due angoli eguali , dico che 1’ arco AB ò eguale all'arco A'B'. 

Pongasi il cerchio C' sul cerchio C , in modo che i cen- 
tri coincidano , cd il raggio C'A' cada sul raggio CA ; sic- 
come l’angolo ACB è eguale ad A'C'B', il lato C'B' cadrà so- 
pra CB^ ma le circonferenze coincidono ; dunque evidente- 
mente l’arco A'B' coincide con AB, e perciò essi sono 
eguali. 
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2 1 ) Nella ipotesi sempre dei cerchi eguali C e C' , sia 
are AB = are A'B' , dico clic ang ACB = ang A'C'B'. 

Soprapponendo il cerchio C' ni cerchio G in modo che C'A' 
coincida con CA , le circonferenze coincideranno , e poiché 
l'arco A’B' ò eguale all'arco AB , il punto B' cadrà in B , ed 
il lato C'B' coinciderà con GB. Gli angoli ACB ed A'C'B' coin- 
cidono e sono perciò eguali. 

PROPOSIZIONE VI. 



TEOREMA. 

Nello stesso ccrcldo o in due cerchi eguali se due angoli 
al centro sono disuguali , l’ arco intercetto tra i lati del mag- 
giore , è maggiore dell' arco intercedo tra i lati del minore, 
e reciprocamente. 

1 °) Siano C c C' (li g. 47) due cerchi uguali, e sia ang 
ACB > ang A'C'B' , dico che l’arco AB > A'B'. 

Dall’angolo maggiore ACB si tagli la porzione ACB"= V'C'B';C'B" 
cadrà nell’ angolo ACB , e per conseguenza B" cadrà tra A e B; 
onde are AB" < are AB ; ma are AB" = are A'B' , dunque 
are A'B' < are AB, 

2°) Supponendo sempre i cerchi eguali , sia are AB>arcA'B', 
sarà ang ACB > ang A'C'B'. ( facile direttamente) 

Scolio. Le due reciproche (Prop. 5, 2 e Prop. fi, 2) pos- 
sono anche facilissiuiarucntc dimostrarsi col metodo della ri- 
duzione all’assurdo, dopo aver dimostrale le due dirette. 

PROPOSIZIONE VII. 



TEOREMA. 

Nello stesso semicerchio o in due semicerchi eguali , gli 
archi eguali sono sottesi da corde eguali, e reciprocamente. 

1°) Siano C c C' (fvg. 48) due semicerchi eguali , e sia 
1’ arco AB eguale all’ arco A'B', dico che la corda AB è eguale 
alla corda A'B'. 

Si tirino i raggi CA,CB,C'A' e C'B'. I due triangoli ACB, A'C'B' 
hanno un angolo eguale (Prop. J) compreso tra lati rispetti- 
vamente eguali , perciò sono eguali , ed il terzo lato AB ò 
eguale al terzo lato A'B'. 

2°) Reciprocamente , supponendo sempre eguali i scmicer- 
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dii C c C', sia la corda AB eguale alla corda A'B’, dico elio 
l'arco AB è eguale all'arco A’B'. 

Si lirino i raggi CA,CB,C'A' e C'B'. I due triangoli ACB,A'C’B' 
limino i tre Iati rispetlivamcnlc eguali, sono perciò eguali, 
onde 1’ angolo ACB è oguale all’ angolo A'C'B', o per conse- 
guenza ( Prop . S) l’ arco AB è eguale all’ arco A'B'. 

Scolio. Nello stesso cerchio o in due cerchi eguali gli ar- 
chi eguali sono sottesi da corde eguali ; e se due corde sono 
eguali , gli archi o sono eguali , o la loro somma ò quanto 
la circonferenza. 



PROPOSIZIONE Vili. 



TEOREMA. 

Nello stesso semicerchio o in due semicerchi eguali, l'arco 
maggiore è sotteso dalla corda maggiora, e reciprocamente. 

l°j Siano C c C 1 (/ty. 49) due semicerchi eguali, e sia l'arco 
AB maggiore di A'B’ , dico clic la corda AB è maggiore della 
corda A'B'. 

Si lirino i raggi CA , CB . C'A' e C'B'. I due triangoli 
ACB , A'C'B' hanno i due lati CA.CB rispettivamente eguali ai 
lati C'A', C'B' , c l’angolo ACB (Prop. fi) maggiore di A'C'B', 
dunque il terzo lato AB ò maggiore del terzo lato A'B'. 

2°) Supponendo sempre eguali i semicerchi C e C', sia la 
corda AB maggiore della conia A'B' , dico clic 1’ arco AB 
maggiore dell’arco A'B'. (facile ) 

Scolio. Le due reciproche (Prop. 7,2 e. Prop. S, 2) possono 
anche facilissimaincnte dimostrarsi colla riduzione all'assurda, 
dopo aver dimostrate le due dirette. 

PROPOSIZIONE IX. 



TEOREMA. 

Nello stesso cerchio o in due cerchi eguali corde eguali 
sono egualmente lontane dal centro , e reciprocamente. 

1° Sia nel cerchio C (fig. SO) la corda AB eguale alla corda 
DE , e dal centro C siano ad esse abbassale le perpendicolari 
CF , CG , dico che CF = CG. 

Si tirino i raggi CA,CD. I due triangoli rettangoli CAF.CDG 
sono eguali , perchè l'ipotcnusa AG c eguale all' ipotcnusa 
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CD , come raggi dello stesso cerchio , ed il calcio AF , melò 
ili AB ( Prop . Caroli. /), e eguale al calcio DG , metà di 

DE ; dunque CF = CG. 

2°) Rcciprocamcnlc sia CF = CG , dico che AB = DE. 

I due triangoli rcllangoli ACF , DCG sono eguali , perchè 
hanno l' ipotcnusa AC eguale all' ipotcnusa CD ed il cateto CF 
eguale al cateto CG , perciò AF = DG , e per conseguenza 
AB = DE. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. 

Nello slesso cerchio o in due cerchi eguali , la corda mag- 
giore è più vicina al centro , e reciprocamente. 

1») Sia nel cerchio C (fig. SI) la corda ED maggiore della 
corda AB ; se dal centro C si abbassano ad esse le perpen- 
dicolari CG , CF , dico che CG <C CF. 

Si prolunghi CG , c dal ponto II , dove incontra la circon- 
ferenza , si prendino sopra HE, HI), lo porzioni HI.IIL, cia- 
scuna eguale alla metà dell’arco AB, e si conduca la retta IL, che 
sarà perpendicolare a C1I ( Prop. Caroli. 2), c per conse- 
guenza parallela ad ED., e si troverà, rapporto ad essa, dalla 
parto opposta del centro C, quindi CU<CCK; ma CK = CF 
( Prop. prec.), dunque CG<CF. 

2°) Sia CG < CF , dico che ED > AB. 

Prendasi CK=CF e pel punto K conducasi IL parallela ad 
ED , e per conseguenza perpendicolare a CH ; sarà IL = AB 
(Prop. prec. 2). Ora. are EIID > are 1IIL , dunque ED>IL c 
quindi anche di AB. 

Scolio. Le due reciproche possono anche dimostrarsi indi- 
rettamente , dopo aver dimostralo le due dirette. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

La perpendicolare ad un raggio condotta pel suo punto 
estremo, non ha che un sol punto di comune con la cir- 
conferenza. 

Sia la retta AB (fuj. 52) perpendicolare al raggio CA nel suo 
estremo A , dico che essa ha il solo punto A di comune colla 
circonferenza. 



Digitized by Google 




38 



PLANIMETRIA 



Di fallo , se si congiunge un nitro punto qualunque M della 
AB col centro C , la CM sarà obbliqua ad AB , c per conse- 
guenza sarà maggiore di CA. 11 punto M ò dunque fuori del 
cerchio. 



FROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA. 

Qualunque rolla condotta per l’estremità d' un raggio di 
un cerchio , non perpendicolarmente a questo raggio , in- 
contra la circonferenza in due punti. 

Sia la retta AB (fig. 53) obbliqua al raggio CA, dico clic 
essa ha con In circonferenza due punti di eomune. 

Dal centro C si conduca CD perpcndieolarc ad AB ; pren- 
dasi DE=I)A , c si congiunga CE ; questa sarà eguale a CA, 
e p. e. il punto E starà sulla circonferenza. 

Scolio 1. Le reciproche delle due precedenti proposizioni 
sono vere. 

Scolio 2. Se una retta AB (fig. 51) , la quale incontra una 
circonferenza C in due punti A e B . si fa rotare intorno ad 
uno di essi A , finché l’altro B coincide col primo, in que- 
sta posizione particolare, clic dinoteremo con AE, essa prendo 
il nome di tangente alla circonferenza nel punto A , il quale 
diccsi punto di contatto (1). Ora evidentemente il punto B 
non può coincidere con A , se non quando 1’ angolo CAB di- 
venta retto , dunque : La tangente ad una circonferenza 6 
perpendicolare al raggio che possa pel punto di contatto. 

Scolio 3. Da un punto preso sopra una circonferenza , può 
condursi ad essa una sola tangente. 

PBOPOSIZIO.NE XIII. 

TEOREMA 

Due rette parallele intercettano [sulla circonferenza archi 
eguali. 

Possono darsi tre casi : 

1) Le due parallele sono seganti. 

2) Delle due parallele una è segante c l’altra è tangente. 

3) Le due parallele sono tangenti. 

(1) Poiché il punto di contado dete. considerarsi coinè due punii coin- 
cidenti , si dice che esso 6 un punto doppio.. 



Digitized by Google 



LIBRO SECOMlO 



39 



1) Se le due parallele AB e CD {fig. 55) sono seganti , si 
conduca il raggio OE perpendicolare ad AB , esso sarà per- 
pendicolare anche a CD ; e per conseguenza E sarà il punto 
medio cosi di MEN come di PEQ; onde ME — PE = EN — EQ, 
ossia MP = QN. 

2) Se le due parallele AB , CD ( fig. 56) sono una segante 
e l'altra tangente , si conduca al punto di contatto E il rag- 
gio OE , che sarà perpendicolare a CD . e quindi anche ad 
AB ; e p. c. E sarà il punto medio di MEN (Prop.3. c ovoli /.). 

3) Se le due parallele CD , EF sono tangenti 1’ una in E 
l'altra in II , si conduca la segante AB ad esse parallele , e 
si avrà ME=EN, MII=NII, e per conseguenza ME-kMII= 
NE-t-NH. 

Scolio. In quest'ultimo caso ciascuno degli archi EM1I , EMI 
è una semicirconferenza. 

Una retta diccsi normale ad una curva in un punto , quan- 
do c pcrpendicolaro alla tangente alla curva condotta per quel 
punto. 

Ogni retta che incontrando una curva non è normale ad 
essa dicesi olbliqua. 

Il punto d'incontro di una normale o di una obbliqua ad 
una curva , con la curva , dicesi piede della normale o del- 
l'obbliqua. 

Il raggio condotto per un punto qualunque di una circon- 
ferenza è normale alla circonferenza in quel punto. 

Se si conduce per un punto dato nel piano di un cerchio, 
e pel centro una retta, essa determina due normali alla cir- 
conferenza , in due punti situali alle estremità del diametro 
elio passa pel dato punto. Qualunque altra retta condotta da 
quel punto alla circonforcnza è un'ohbliqua. 

Se da un punto preso nel piano di un cerchio si condu- 
cono alla circonferenza una normale c delle obblique , due 
oblique i cui piedi distano egualmente dal piede della nor- 
male, diconsi egualmente distanti dalla normale; c di duo 
obblique , i cui piedi disiano disugualmente dal piede della 
normale, si dirà più lontana dalla normale quella, il cui pie- 
de è più lontano dal piede della normale. 



PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA 

Se da un punto A ( fig. 57 ) preso nel piano di un cerc/tio 
C, si conducono ad esso le normali AB , AD ed un obbliqua 
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qualunque AE . l’ubbliqua è maggiore di una delle normali 
ed è minore dell' altra. 

Supponiamo primieramente i? punto A esterno al cerchio. 
Si congiunga CE. Nel triangolo ACE si lin AE> AC — EC , 
ovvero AE>AC — CB , essendo CE=CB come raggi detto 
stesso cerehio. Nello stesso triangolo si ha AE<AC-t-CE, 
ovvero AE < AC-+-CD. 

Supponiamo ora che il punto A sia interno. Si congiunga 
CE. Nel triangolo ACE si ha AE>CE — CA , ovvero AE>CI$ 
— CA. Nello stesso triangolo AE<AC-bCE, ovvero AE<[ 
AC+CI). 

Scolio. AB è la minima retta che si possa condurre dal 
puuto A alla circonferenza , cd AD la massima. 



PROPOSIZIONE XV. 



TEOREJIt 



Se da un punto preso nel piano di un cerchio si condu- 
cono ad esso le normali e differenti obblique: 

/) Due obblique egualmente lontane da una stessa nor- 
male sono eguali. 

2) Di due obblique disugualmente lontane dalla normale 
minore , la più lontana è la maggiore. 

1) Sia AB (fig.SS) una normale alla circonferenza C, ed 
AE , AF due obblique egualmente distante da AB , dico che 
AE = AF. 

Si eongiungano CE , CF. Siccome gli archi BE , BF sono 
eguali , anche gli angoli ECA , FCA sono eguali , cd i due 
triangoli ACE , ACF hanno un angolo eguale compreso tra lati 
rispettivamente eguali, perciò sono eguali, cdAE = AF. 

2) Sia l'arco Bll >• BF , cd AB la normale minore condotta 
dal puuto A alla circonferenza C, dico che l’obbliqua All è 
maggiore dcll'obbliqua AF. 

Si congiungano C1I , CF. Poiché l'arco BU è maggiore del- 
l’arco BF , anche l’angolo ACH è maggiore dell’angolo ACF ; 
e perciò i due triangoli AC1I , ACF hanno l'angolo HCA mag- 
giore dell'angolo FCA , cd i lati che comprendono questi an- 
goli rispettivamente eguali; dunque All>AF. ( Lib.f . Drop. Sii ). 

Scolio. Le reciproche sono vere c possono dimostrarsi di- 
rettamente cd indirettamente. 
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PROPOSIZIOXE XVI. 



TEOREMA 

Se In distanza, de centri di due circonferenze e maggiore, 
della, somma de' loro raggi , queste circonferenze sono ester- 
ne l'ima all'altra. 

Siano C fi C' (ftg. S9) due cerclii e sia In distanza CC' dei 
rcnlri maggiore, della somma de’ raggi CA . C'B . dico die que- 
ste due circonferenze sono esterne l una all’ altra. 

Sia CA > o =C'B. Essendo per ipotesi CC'>CA-’-C'B, sarà 
CC' — C'B > C A , ovvero CB>CA. Il punto B dunque trovasi 
fuori del cerchio C: ma CB è la normale minore condotta dal 
punto C alla circonferenza C' ; dunque il punto B è il punto 
del cerchio C' che trovasi più vicino al cenlro C . e poiché 
esso è esterno al cerchio C , qualunque altro punto della cir- 
conferenza C' con più forte ragione sarà esterno al cerchio C. 

Due circonferenze si dicono tangenti quando in un punto 
comune hanno la tangente comune. 

PROPOSIZIOXF. XVII. 



teoremi 

Se la distanza de' centri di due circonferenze è eguale alla 
somma de’ loro raggi, esse sono tangenti esternamente. 

Se la distanza CC' {fig. 60) de’ centri de’ due cerchi C , C' ò 
eguale alla somma de’ loro raggi CA . C'B, dico che le loro 
circonferenze sono tangenti esternamente. 

Sia CA > o = C'B. Essendo CC' = CA-r-C'B . sarà CC’ — C'B= 
CA ovvero CB=CA. il punto B dunque trovasi sulla circonferen- 
za C: ma CB è la normale minore condotta dal punto C alla 
circonferenza C' . e per conseguenza B è il punto del cerchio 
C' che trovasi più vicino al centro C : dunque qualunque al- 
tro punto delta circonferenza C' sarà esterno al cerchio C. 

Dal punto A si elevi la reità ÀI) perpendicolare n CC'; essa 
sarà tangente tanto alla circonferenza C quanto alla circon- 
ferenza C' ; dunque le due circonferenze sono tangenti ester- 
namente. 
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PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA 

Se la disianza de’ centri di due circonferenze è , nello 
stesso tempo , minore della somma e maggiore della diffe- 
renza de' raggi , le due circonferenze si tagliano. 

Sia CA>o = C'B — Supponiamo primieramente che CC' sia 
maggiore di CA ( fig.61 ) Poiché CC' <C CA-f-C'B , avremo CC' — 
C'B < CA , ossia CB<CA,c p. c. il punto B è interno al cer- 
chio C ; ma evidentemente il punto E è esterno allo stesso 
cerchio C , dunque le due circonferenze si tagliano fuori della 
centrale CC' — Supponiamo ora che CC' sia minore di CA (fig. 
62). Siccome CC'>CA — C'B, avremo CC' C'B > CA ; ma 
C'B = C'E; dunque CC'-t-C'E , ossia CE>CA , c perciò il 
punto E è esterno al cerchio C; e poiché il punto B è in- 
terno allo stesso cerchio C , ne segue che le due circonfe- 
renze si tagliano fuori della centrale CC' — Se Analmente CC'= 
CA, il centro C' della circonferenza minore trovasi sulla cir- 
conferenza maggiore , c p. c. le due circonferenze si tagliano. 

Scolio. La centrale CC' è perpendicolare alla corda SIN co- 
mune ai due cerchi, e la divide in due parti eguali, (facile) 



PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA 

Se la distanza de’ centri di due circonferenze è eguale 
alla differenza de’ loro raggi , le due circonferenze sono tan- 
genti internamente. 

Sia CA > C'B. { fig. 63 ). Poiché CC' == CA — C'B , si ha 
CC -l- C'B == CA , ovvero CB = CA; dunque il punto B trovasi 
sulla circonferenza C. Ora CB è la normale maggiore condotta 
da C alla circonferenza C' ; dunque B è il punto della circon- 
ferenza C' che più è lontano da C ; ma esso trovasi sulla cir- 
conferenza C , per conseguenza tulli gli altri punti della cir- 
conferenza C' saranno interni alla C. 

Dal punto A eleviamo la AD perpendicolare a CC' , essa 
sarà tangente ad entrambe le circonferenze C e C' , dunque 
le due circonferenze sono tangenti internamente. 
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PROPOSIZIONE XX. 

TEORESA 

Se la distanza de centri di due circonferenze è minore 
della differenza de' loro raggi i due cerchi sono interni l'uno 
ali altro. 

Sia CA > C'B (fig. H). Poiché CC' < CA — C'B, saràCC'-t- 
C'B ■< CA . ovvero CB < CA ; il punto B è dunque interno al 
cerchio C. Ora CB è la normale maggiore condotta dal punto 
C alla circonferenza C' ; dunque lutti gli altri punti della C' 
sono più vicini al centro C ; e quindi con più ragione interni 
al cerchio C. 

Scolio. Le reciproche delle cinque precedenti proposizioni 
sono vere e possono facilmente dimostrarsi direttamente ed 
indirettamente. 

Ogni angolo clic ha il vertice sulla circonferenza e per lati 
due corde , di cesi iscritto. 



PROPOSIZIONE XXI. 

TEORESA 



Ogni angolo iscritto è metà dell’angolo al centro che in- 
tercetta lo stesso arco. 

Possono darsi tre casi. 

1) Il centro C (fig. 63) si trova sopra uno do’ lati AD. 

Si tiri il raggio CB. Il triangolo ACB ha i due Iati AC,CB 
eguali, quindi l’angolo A è eguale all'angolo B; or l'angolo 
BCD è eguale alla somma di A c di B ; dunque esso è dop- 
pio di A. 

2) Il centro C (fig. 66) cade nell'angolo BAD. 

Si conduca il diametro AE ed i raggi BC, CD. L’angolo BAE 
è metà di BCE, e l’angolo EAD è metà di ECD ; dunque BAD, 
somma di BAE ed EAD , è metà di BCD , somma di BCE 
ed ECD. 

3) Il centro C cade fuori dell’angolo BAD. (facile). 

Scolio. Ogni angolo iscritto è eguale all’angolo al centro 

che intercetta un arco metà di quello intercetto tra i Iati del 
primo. 
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Coroll. /. Gli angoli iscritti in u io stesso segmento di ccr- 
cliiu sono eguali tra loro. 

Coroll. 2. Ogni angolo iscritto nel semicerchio è retto. 
PROPOSIZIONE XXII. 



TEOREMI 



Ogni angolo DAB [fig. 67) formalo danna tangente e da 
una corda, è eguale ali angolo al centro, clic intercetta un 
arco metà di quello intercetto tra i lati del primi. 

Si tirino il diametro AE , cd il diametro FU perpendicolare 
ad AB. L'angolo IVAG è eguale all’angolo ACG , perchè en- 
trambi sono complementi dell’angolo GAG , c l'arco AK ò metà 
di AFB. 1 due angoli DAB ed ACH sono eguali perchè sup- 
plementi degli angoli eguali 1)'AB cd ACF , e l’arco All è 
mela di Alili. 

Coroll. I. Se due tangenti ad un cerchio concorrono in un 
punto , e si conduce la corda de’ contatti , il triangolo che 
ne risulta è isoscele. 

Coroll. 2. L'angolo formato da una corda e dal prolungamento 
di un’altra corda è eguale all'angolo ni centro che intercetta 
un arco eguale alla seinisomuia degli archi intercetti tra i 
suoi lati è tra i loro prolungamenti. ( facile ). 

PROPOSIZIONE XXI lì. 

TEOREMI 

Ogni angolo eccentrico BAI) (fig. 68 e 69), è eguale al- 
l'angolo al centro clic intercetta un ureo eguale alla semi- 
somma o alla semidifferenza degli urdù Li) c B’IV intercetti 
tra i lati del primo , secondo che il suo vertice A si trova 
dentro o fuori del cerchio. 

1) Dal punlo B' ( fig.68 ) si conduca B'E parallela a D'L) ; 
avremo are. D'B' = are. 1)E ed ang. BB'E = ang. BVD. L’an- 
golo iscritto BB'E è eguale all'angolo al centro clic intercetta 
un arco eguale alla metà di BDE ; ma BDE=BD-+-B'D'; dun- 
que l’angolo BAD è eguale all ungolo al centro che intercetta 
un arco metà di BI)-~lt'D'. 

2) Dal punto B' ( fig . 69) si conduca B'E parallela a D'D ; 
saia I»'I)’ = DE, ed ang. BB'E = ang. BAD. L’angolo iscritto 
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BB'E è eguale all'angolo al cenlro clic intercella un arco egua- 
le alla meli di BE , ovvero alla metà di BD — B'D'. 

Un poligono dicesi iscritto in un cerchio , quando tutti i 
suoi vertici sono sulla circonferenza — La circonferenza , in 
tal caso , dicesi circoscritta al poligono. 

Un poligono dicesi circoscritto ad un cerchio , quando tutti 
i suoi lati sono tangenti al cerchio. La circonferenza allora 
dicesi iscritta nel poligono. 



PROPOSIZIONE XXIV. 

TEORESA 

Ogni triangolo è nello stesso tempo iscrillibilc e cireoscrit- 
Ubile. 

1) Di fatto, pei tre vertici di un triangolo può sempre pas- 
sare una circonferenza. 

2) Le bisettrici degli angoli A c B di un triangolo ABC, 
( fig. 70 ) concorrono in un punto D equidistante dai tre lati 
del triangolo, dunque se con questo punto come centro c col 
raggio eguale alla perpendicolare da esso abbassata ad uno 
de' lati del triangolo si descrive un cerchio , questo sarà tan- 
gente ai tre lati del triangolo. 

Scotio. Le perpendicolari elevate ai tre lati d'un triangolo 
dai loro punti di mezzo , concorrono in un punto ( cenlro 
del cerchio circoscritto ). 

Le bisettrici degli angoli d'un triangolo concorrono in un 
punto ( cenlro del cerchio iscritto ). 



PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA 

In ogni quadrilatero iscritto ABCD (j ìg. 71 ) , due angoli 
opposti A , C sono supplementari. 

Si prolunghi il lato BA in E. L’angolo DAE è eguale a DC B, 
perchè ciascuno di essi è eguale all’angolo al cenlro che in- 
tercella un arco metà di BAD ; ma DAE è supplemento di 
DAB ; dunque anche BCD è supplemento di BAD. 
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PROPOSIZIONE XXVI. 

TEORE.HA 

Se un quadrilatero ABCD ( fìg . 12 ) ha gli angoli opposti 
supplementari j è iscrittane. 

Di fallo supponiamo die la circonferenza che passa per Ire 
vertici A , B , C non passi pel quarto vertice D . ma incontri 
la retta CE in un punto E , c congiungiamo AE. Per ipotesi 
l'angolo BAD è supplemento di C , c poiché ABCE è iscritto, 
l'angolo BAE è supplemento dello stesso C , dunque BAD = 
BAE , ciò che è evidentemente assurdo. 

PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOREMA 

In ogni quadrilatero circoscritto ABCD ( fìg. 73 ) la somma 
di due lati opposti è eguale alla somma degli altri due. 

Di fatto ( Prop. 22. coroll. 1. ), si ha 

AE=AII , EB=BF , DG=DII , GC=CF , 
c per conseguenza addizionando queste eguaglianze, 

AE -t- EB -t- DG -t- GC = AH -f- DII BF.-f- CF, 

ovvero AB + DC ™ AD BG. 

PROPOSIZIONE XXVIII. 

TEOREMA 

Reciprocamente se in un quadrilatero ABCD ( fig . Il) , la 
somma di due lati opposti è eguale alla somma degli altri 
due, il quadrilatero è circoscriltibilc. 

Si descriva un cerchio tangente ai tre Iati AB , BC e CD , 
c suppongasi che esso non sia tangente al quarto lato AI). 
Dal punto A si conduca AF tangente al descritto cerchio ; si 
avrà AB t- CF = BG -f- AF. 

Quest’eguaglianza tolta dalla 

AB -+- DC = AD 4- BC ( o viceversa ) 
dà DC — CF = AD — AF, 

ovvero DF = AD — AF, 

ciò clic è impossibile ; dunque è parimente impossibile che 
il cerchio tangente ai tre lati AB , BC c CD non sia tangente 
al quarto lato AD. 
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Una lùtea spezzala convessa non chiusa, clic ha i suoi 
tali eguali ed i suoi angoli eguali , diccsi poligono regolare 
flou chiuso. 



PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMI 

Ogni poligono regolare ABCDE.. ( fig. 73) , chiuso o pur 
no, è nello stesso tempo iscritlibile e circoscrillibile. 

Pei tre vertici A , B , C si faccia passare una circonferen- 
za , dico che essa passerà pei rimanenti vertici del poligono. 
Dal centro 0 della circonferenza ABC si abbassi OL perpen- 
dicolare a BC c si congiungano OA ed OD. I due quadrila- 
teri OLBA , OLCD hanno il Iato OL di comune , il lato LB 
eguale ad LC , il lato BA eguale a CD , l’angolo OLB eguale 
ad OLC , e l’angolo LBA eguale ad LCD , sono dunque eguali 
( Prop. 33. Lib. /.) , e per conseguenza OD=OA. 

Poiché la circonferenza che passa per tre vertici consecu- 
tivi passa anche pel quarto , passerà pure per tulli i rima- 
nenti vertici. 

Le corde AB , BC , CD... sono tutte eguali e perciò egual- 
mente lontane dal centro , dunque il cerchio descritto col 
centro 0 e col raggio OL, è tangente a tutti i lati del poli- 
gono. 

Scolio. Il punto 0 , centro de’ cerchi iscritto c circoscritto 
al poligono regolare ABCD. . diccsi centro del poligono ; alle 
retto OA , OB . . . si dà il nome di raggi del poligono , e le 
lince OL . . . diconsi apotemi. L'angolo formalo da due raggi 
consecutivi del poligono vien detto angolo al centro del po- 
ligono. 



PROPOSIZIONE XXX. 

TEOREMA 

Se un poligono iscritto ABCD... ( fig . 73), chiuso o pur no, 
h equilatero, è regolare. 

Poiché i lati AB , BC , CD . . . sono eguali tra loro , anche 
gli archi AB , BC , CD . . . sono eguali Ira loro , e per con- 
seguenza pure gli archi ABC , BCD ...: Gli angoli ABC , BCD... 
sono dunque eguali tra loro , ed il poligono ABCD ... è re- 
golare. 

Scolio 1. Per iscrivere in un dato cerchio un poligono 
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cliiuso , convesso e regolare di n lati . basta dividere la cir- 
conferenza in n parli eguali , e congiungere a due a due i 
successivi punii di divisione. 

Scolio 2. Se un poligono isrrillo è equiangolo . segnando 
i lati successivi coi numeri 1. 2. 3. i. ... , i lati I. 3. 5. . . 
sono eguali Ira loro . del pari che i lati 2. i. G .... Se un 
poligono iscritto chiuso , di un numero dispari di lati è equi- 
angolo., è regolare. 



PROPOSIZIONE XXXI. 

TEOREMA 

Se un poligono circoscritto AI1CD... (fig. 16) chiuso o pur 
no è equiangolo , è regolare. 

Si tirino le corde de' contatti GH , III , 1K . . . I triangoli 
CRII . IICI . IDK sono isosceli , ed essendo per ipotesi eguali 
gli angoli 11 , C , D . . . saranno pure eguali gli angoli BUG , 
CIII . . . e perciò anche gli archi GII , HI. . e per con- 
seguenza le corde GII , HI . . . saranno eguali. 

I triangoli G B II , IICI , IDK . . . sono eguali ; quindi 
BH = IIC = CI = ID . . . c per conseguenza BC = CD = ... 

Scolio 1. Per circoscrivere ad una circonferenza un poli- 
gono regolare chiuso di n lati , basta dividere la circonfe- 
renza in n parli eguali e condurre le tangenti dai punti di 
divisione. 

Scolio 2. Se un poligono circoscritto è equilatero , segnan- 
do gli angoli successivi coi numeri 1. 2. 3. 4. . . , saranno 
gli angoli 1 . 3. 5 . . . eguali tra loro , come pure gli angoli 
2. 4. 6 . . . 

Se un poligono circoscritto chiuso di un numero dispari di 
lati è equilatero , è regolare. 



PROBLEMI RELATIVI Al LIBRI 1° E 2 



PROBLEMA I. 

Dividere una data retta AB (fìg. 77 ) in due parli eguali . 

Dal punto A come centro c con un raggio maggiore della 
metà di AB si descriva una circonferenza; dal punto B come 
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centro c con lo stesso raggio si descriva una seconda circon- 
ferenza , clic taglierà la prima in due punti D . E ; la retta 
clic unisce il punto D col punto K , dividerà la AB per metà 
nel punto C. 

Di fallo, ciascuno de' punti D ed E è equidistante dai punti 
A , B ; per conseguenza la DE è perpendicolare ad AB e la 
divido in due parli eguali. 

Scolio. Sapendosi dividere una retta in due parti eguali , 
si potrà anche facilmente dividere in 4 . 8. 16 . . . 2 n parli 
eguali. 



PROBLEMA 2. 

Per un punto dato condurre una perpendicolare ad una 
rolla data. 

1. Supponiamo che il punto dato A (fìg.78), stia sulla data 
retta 11C. 

Dull’una parte e dall'altra del punto A sulla BG si prenda- 
no le porzioni eguali AD , AE ; dai punti D ed E come cen- 
tri con uno stesso raggio maggioro di DA, si descrivano due 
archi di cerchio , i quali si taglieranno ; si congiunga uno 
do’ punti d’ intersezione F di questi cerchi col punto A , la 
congiungente FA sarà la perpendicolare cercala. 

Di fallo, ciascuno de' punti F ed A è equidistante dai punti 
D ed E , dunque FA è perpendicolare a DE , o ciò che vale 
lo stesso a BC. 

2. Il punto A sia esterno alla retta BC ( fig. 79 ). 

Col punto A come centro e con un raggio sufficientemente 
grande si descriva un arco di cerchio che tagli la BC in due 
punti D , E ; si determini un punto F che sia equidistante dai 
punti D , E , e si congiunga AF , questa sarà la perpendicola- 
re cercala. 



PROBLEMA :t. 

Ad un punto A dato sopra una retta BC (fig. 80) , fare un 
angolo LAG eguale ad un angolo dato FDE. 

Col punto D centro e con un raggio qualunque si descriva 
un arco che tagli i lati DE , DF del dato angolo D in due 
punti H , G; col punto A come centro c con lo stesso raggio 
si descriva un arco IH che tagli la AC nel punto I ; prendasi 
IL = Gli e congiungasi AL, sarà LAC l'angolo cercalo. 

Di fatto poiché are. IL= are. GII, cd AI = DG , sarà ang. 
LAI = ang. IlDG ( prop. S. ree. ). 
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PROBLEMA 4. 

Per un dulo punto A condurre una parallela ad una da- 
ta retta BC ( /i lg. 81 ). 

Si congiunga il punto A con un punto qualunque D della 
data retta BC ; col punto D come centro c col raggio DA si 
descriva l’arco AE : col punto A come centro e col raggio AD 
si descriva l’arco I)F ; prendasi DG = AE e congiungasi AG ; 
sarà AG parallela a BC. 

Di fatto, essendo 1’ arco AE eguale all’ arco DG , sarà ang. 
GAD = ang. ADE; ma questi sono allerni-interni rispetto alle 
rette AG BC ; dunque queste sono parallele. 

PROBLEMA 5. 

Dividere un arco o un angolo in due parti eguali. 

4. Sia da dividersi l'arco AB in due parli eguali (fig.82). 

Si tiri la corda AB , e dal suo punto medio si elevi ad essa 
la perpendicolare ( vedi probi, i. ) , questa dividerà l'arco AB 
in due parti eguali. 

2. Sia da dividersi l’angolo BAC ( fìg. 83 ) in due parli eguali. 

Dal vertice A come centro e con un raggio ad arbitrio si 
descriva un arco, che taglierà i lati di quest'angolo in due 
punti b , c ; si congiunga il vertice A col punto m medio del- 
l'arco bc , la congiungenle Am dividerà l’angolo BAC in due 
parti eguali. 

Scolio. Sapendo dividere un arco o un angolo in due parli 
eguali , sarà facile dividere un arco o un angolo in 4 , 8 , 
Iti . . . 2" parti eguali. 



PROBLEMA 6. 

Dati due angoli d' un triangolo trovare U terzo. 

Siano A e B (fig. 8i) i due angoli dati. Ad un punto E 
d’una retta CD facciasi l'angolo CE E eguale all'angolo A, ed 
al punto E della EF facciasi l’ angolo FEG eguale all’ angolo 
B, l'angolo GED sarà l’angolo richiesto. 

Di fatto la somma de' tre angoli del triangolo è eguale alla 
somma de’ tre angoli CEF , FEG , GED , perchè ciascuna di 
esse è eguale a due angoli retti ; ma gli angoli A c B sono 
rispettivamente eguali agli angoli CEF , FEG dunque il terzo 
angolo del triangolo è eguale all'angolo GED. 
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PROBLEMA 7. 

Costruire un triangolo conoscendo un lato c due angoli. 

Possono darsi due casi: 

1. Dato un lato e i due angoli adiacenti. 

2. Dato un lato, uno degli angoli adiacenti e l'angolo op- 
posto. 

I-. Sia C il lato dato ( fìg.83 ) ed A c 11 i due angoli dati. 

Sopra una retta indefinita SIN prendasi una porzione DE 
eguale a C ; al punto D facciasi l'angolo GDE eguale ad A , 
ed al punto E l’angolo HED eguale a 11 : si prolunghino DG , 
HE fino al loro incontro in F ; FDE sarà il triangolo richiesto. 

2. Questo caso riduccsi al primo trovando , mediante il pr. 
0 , l’altro angolo addiaccnte al dato lato. 

PROBLEMA 8. 

Costruire un triangolo conoscendo due lati e l'angolo com- 
preso. 

Siano A e B i Iati , e C l'angolo dato ( fig. 88 ). 

Sopra una reità indefinita SIN prendasi una porzione DE = 
A ; al punto D facciasi l’angolo EDF = C; sul lato DF pren- 
dasi una porzione DG = B e si congiunga GE ; GDE sarà il 
triangolo cercato. 



PROBLEMA 9. 

Costruire un triangolo conoscendo due lati e l'angolo op- 
posto ad uno di essi. 

Siano A e B i Iati, e C l'angolo dalo opposto ad A [fig. 87). 

Ad un punto D d'una retta EE' facciasi l’angolo FDE eguale 
a C ; sul lato DF prendasi la porzione DG = B ; col punto G 
come centro e con un raggio eguale ad A si descrìva un ar- 
co , e sia I un punlo in cui quest’arco taglia la DE ; si con- 
giunga Gl; il triangolo GDI soddisferà alle richieste condi- 
zioni. 

Scotio. Se l’angolo dato è ottuso o retto ed il lato A > B 
( fig. 88 e 89 ) l’arco descritto incontrerà la retta E’ E in due 
punti I , 1', situali una dalla parte DE, l’altro dalla parte DE'; 
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solamente il primo ili essi risolve il problema nel caso del- 
l'angolo olluso. Nel caso poi dell’ angolo rcllo ( fi//. 89 ) con- 
giungendo i punii I ed F col punto G , si hanno due trian- 
goli GDI , GDI' ciascuno ile’ quali soddisfa alle condizioni del 
problema ; ma siccome essi sono eguali tra loro , debbono 
considerarsi come una unica soluzione del problema. 

Supponendo l’angolo dato olluso o retto, se A<Co = B, il 
detto arco non incontra la retta EE' dalla parte DE , quindi 
il problema è impossibile. ( Questo risullamenlo s’accorda col 
Teor. 16. lib. /. ). 

Se l’angolo dato è acuto ed A>B(/Ì 0 , #7) l’arco descritto 
incontrerà la retta EE' in due punti 1,1' situati uno dalla parlo 
DE . 1’ altro dalla parte DE'; il primo solamente risolve il pro- 
blema. Se A = B l’arco descritto passa per D e taglia la DE 
in un punto I che risolve il problema. Finalmente se A < B 
(Jig. 90), l’arco descritto o taglia la EE' in due punti I , I' si- 
tuali dalla parte DE , o è tangente alla EE' in II , piede della 
perpendicolare GII abbassata da G sopra EE', o non incontra 
la EE', secondo che A è maggiore , eguale o minore di GII ; 
quindi si avranno o due triangoli GDI , GDI' disuguali, che sod- 
disfano alle condizioni del problema, o uu sol triangolo GDI!, 
o nessun triangolo. 



PROBLEMA 10. 

Costruire un triangolo conoscendo i tre lati. 

Siano A ,B,C i tre lati dati (/ ìg.9l ). Sopra una retta in- 
definita DE prendasi una porzione FG = A ; dai punti F c G 
come centri c con raggi rispettivamente eguali a li c C si de- 
scrivano due archi , e sia II un punto comune ai due archi ; 
si congiungano IIF , IIG , il triangolo IIGF sarà il triangolo 
richiesto. 

Scotio. Affinchè il problema sia possibile è necessario che 
i due archi si taglino; quindi dev'essere A<B-.-C ed A>B — G. 

PROBLEMA 11. 

Costruire un parallelogrammo conoscendo due lati addia- 
ccnli e l’angolo compreso. 

Siano A c B (fig. 92) i due lati c C l'angolo dato. Ad 
un punto qualunque D d' una retta DE , facciasi l' angolo 
FDE = C ; sopra L>E prendasi DG = A , c sopra DF , D1I=B; 
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col punto G come centro e con un raggio eguale a B si descriva 
un arco: col punto li come centro e con un raggio eguale ad A 
si descriva un altro arco. Questi due archi s’incontrano in due 
punti, uno L situalo nell'angolo FDE , l’altro fuori : se si con- 
giunge L1I,LG,I)11LG sarà il parallelogrammo cercato. 

PROBLEMA 12. 

Trovare il centro d’ un dato arco di cerchio. 

Sul dato arco si prendano tre punti A,B,C (fig. 93), si 
tirino le corde AB,BC, e dai loro punti di mezzo si elevino 
ad esse le perpendicolari DF,EG, il loro punto d’incontro 0 
sarà il centro del dato arco. 

PROBLEMA 13. 

Per un dato punto condurre una tangente ad un dato cerchio. 

1) 11 dalo'punto A (fig. 336) stia su! dato cerchio 0. 

Pel punto A si conduca il raggio OA , e la retta AB ad esso 

perpendicolare ; questa sarà la tangente cercala. 

2) Il dato punto A (fig. 337) stia fuori del cerchio 0. 

Si eongiunga il punto A col centro 0 ; sulla AO come dia- 
metro si descriva un cerchio, che taglierà il dato in due punti 
B e B‘; si congiungano AB ed AB'; queste congiungenli sa- 
ranno tangenti il cerchio 0 , perchè perpendicolari ai raggi 
OB ed OB' ne' loro punti estremi. 

PROBLEMA 14. 

Descrivere un cerchio tangente ai tre lati d' un triangolo. 

1. ° Si tirino le bisettrici di due angoli A e C (Jig . 91) del 
triangolo, il loro punto d'incontro 0, sarà equidistante dai 
tre luti del triangolo; quindi se con questo punto come centro 
c col raggio eguale alla perpendicolare abbassala da esso sopra 
uuo de' ire lati del triangolo si descrive un cerchio , questo 
sarà tangente ai Irò lati del triangolo ; e siccome è interno 
al triangolo, dicesi iscritto in esso. 

2. ° Si tirino le bisettrici degli angoli esterni del triangolo, 
queste a due a due s’ incontreranno in tre punti 0',0’',0"', cia- 
scuno de’ quali è equidistante dai tre lati del triangolo; quindi 
se da uno qualunque, di essi come centro , con un raggi» 
eguale alla perpendicolare da esso abbassala sopra un lato del 
triangolo , si descrive uu cerchio, questo sarà tangente ai tre 
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lati del triangolo ; e siccome è esterno al triangolo suol dirsi 
cx-isrritto al triangolo. 

Scotio. Le bisettrici de’ tre angoli di un triangolo s’ incon- 
trano in uno stesso punto. Le bisettrici di uno degli angoli 
d' un triangolo, e degli esterni adiacenti agli altri due , s’ in- 
contrano in uno stesso punto. 

PROBLEMA 13. 

Sopra ma dola reità costruire un segmento di cerchio tale, 
che gli angoli in esso iscritti cd i cui ledi passano per gli 
estremi della data retta, suino eguali ad un dato angolo. 

Sia AB la retta ( fig . 9-ì), e CI’ angolo dato. Al punto B 
si faccia 1' angolo ABD eguale all’ angolo C ; dal punto B si 
elevi BE perpendicolare a BD , c dal punto F medio di AB, 
la FG perpendicolare ad AB; dal punto 0, incontro di FG o 
BE , come centro e col raggio Oli si descrìva un cerchio ; il 
segmento AMB sarà il segmento richiesto. 
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Relazioni metriche tra gli elementi delle Affare. 



Dicesi comune misura di due grandezze omogenee, una terza 
grandezza della stessa specie, la quale 6 contenuta in ciascuna 
•Ielle prime un numero intero di volle. — È chiaro che se una 
grandezza è comune misura di due altre, ogni sua parte ali- 
quota è anche comune misura delle medesime due grandezze. — 
Tra tutte le comuni misure di due grandezze , la maggiore 
dicesi massima comune misura di queste grandezze. 

Due grandezze omogenee si dicono comfnensuralrili se am- 
mettono una comune misura; nel caso contrario diconsi incom- 
mensurabili. 

Con ragionamenti analoghi a quelli adoperali in Aritmetica 
per la ricerca del massimo comune divisore di due numeri , 
si prova che : 

1.® Se una grandezza B è contenuta un numero intero di 
volte in un'altra A , la B è la massima comune misura di 
queste grandezze. 
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2° Se una grandezza B non ò contenuta esattamente in un 
altra grandezza maggiore A , la massima comune misura di 
queste due grandezze, è anche massima comune misura della 
minore B c del resto , che si ottiene togliendo B da A quante 
volte è possibile. 



PROPOSIZIONE I. 

PROBLEMA. 

Trovare , se è possibile , la massima comune misura di 
due lince rette A , B. 

Si porli la minore B sulla maggiore A quante volte 6 pos- 
sibile , e se vi è contenuta un numero intero di volte , B ò 
la massima comune misura cercala. Se poi vi è un resto R , 
si porti questo sulla B quante volte è possibile , e se vi 6 
contenuto un numero intero di volle , R 6 la massima comune 
misura cercala. Se vi è un nuovo resto R' si porli sopra R , 
e si continui questa operazione finché uno de’ resti sia con- 
tenuto un numero intero di volle nel precedente ; l’ ultimo 
resto è la massima comune misura cercata. 

Scolio. In simil modo si determina la massima comune mi- 
sura di due angoli, o di due archi di raggi eguali. 

PROPOSIZIONE n. 



PROBLEMA. 

Determinare il rapporto di due rette A , B. 

i° Supponiamo clic le due rette siano commensurabili , e 
sia M la loro massima comune misura , la quale sia conte- 
nuta m volle in A ed n volle in B , sarà ni : n il rapporto 
delle due rette. 

Di fatto , A = MX«» e B=MX»i; quindi 

A = — X m = B X - , ed 
n /x n ’ 

A : B = m : n. 

2° Supponiamo che le rette siano incommensurabili, e che 
si voglia trovare il loro rapporto con un errore minore di^. 
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Si divida la 15 in n parli eguali , e sia tu ii numero iulcro 
di volle die la n* parlo di li è contenuta in A , sarà 

A : 11 > ni : n ed A : B < (ni -i 1) : ». 

Per conseguenza ^ ed sono due valori del rapporto 

A : B , approssimati ciascuno a meno di ì , il primo per di- 
fetto , il secondo per eccesso. 

PROPOSIZIONE III. 



TEOREMA. 

Se due rette indefinite AB, Cl) (fig. 96), sono in un piano 
e sopra una di esse AB si prendono i punti E , F , G . . . in 
modo che EF = FG = . . . , e dai punti E , F , G . . . si con- 
ducono nel pómo , in una direzione, qualunque le rette pa- 
rallele EH , FI . GK. . . , le porzioni HI , IR ... , che esse, de- 
terminano sull' altra retta CD , sono anche eguali tra loro. 

Dai punii li , I ... si conducano le IIL , IM . . . , parallele ad 
AB. I triangoli I1LI , IME hanno un lato eguale addiaccntc a 
due angoli rispettivamente eguali , sono perciò eguali , e per 
conseguenza HI = IK = . . . 

Scolio. La differenza tra due parallele consecutive FI cd EH, 
GK. cd FI , . . . è costante. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA 

La rella condotta parallelamente alla base di un triangolo, 
divide i rimanenti lati in parti proporzionali. 

La retta DE (fig. 97) parallela alla base BC del triangolo 
ABC , divide i luti AB , AC in parli proporzionali , talché 

AD : DB = AE : EC. 

Supponiamo dapprima clic le parti AD , DB siano commen- 
surabili , c per fissare le idee stiano tra loro nel rapporto 

: 3. Si divida AD in 5 parli eguali e DB in 3 ; ciascuna delle 
parli di AD sarà eguale a ciascuna delle parli di DB. Dai 
punti di divisione m ,n ,o ,p ,q ,r , si conducano delle pa- 
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rallcle a BC ; queste divideranno la AC in 8 parli eguali , 
delle quali 5 no conterrà la AE, e 5 la EC; c per conseguenza il 
rapporto di AE ad EC , sarà pure eguale al rapporto 5 : 3 , c 
si avrà la proporzione 

AD : DB= AE : EC. 

Supponiamo ora che le parli AD c DB ( fìg.98 ) siano in- 
commensurabili. Dividiamo la DB in n parli eguali, n essendo 
un numero intero qualunque , c supponiamo che portala una 
di queste parli sopra AD , essa vi sia contenuta m volle con 

1 

un resto ; il rapporto di AD a DB , a meno di - per difet- 
to , sarà eguale ad Dai punii di divisione della AB , con- 

duciamo le parallele alla BC , le quali divideranno la EC 
in n parli eguali , e la AE in m parli eguali a ciascuna delle 
precedenti, con un resto; quindi il rapporto di AE ad EC, 

a meno di ^ per difetto , è pure eguale ad Ora n è in- 
teramente arbitrario; dunque, qualunque sia il grado di ap- 
prossimazione de' due rapporti AD : DB ed AE : EC. essi sono 
eguali tra loro. Dunque potrà stabilirsi la proporziono 
AD : DB = AE : EC (l). 

Coroll. 1. Dalla precedente proporzione si ha 

AD -t- DB : AD : DB == AE + EC : AE : EC , 

ovvero 

AB : AD : DB = AC : AE : EC (2) 

Coroll. 2. Dal punto I) si conduca DE parallela ad AC , 
si avrà 

AB : AD = BC : FC, 
ovvero, essendo DE = FC, 

AB : AD = BC : I)E (3). 

Coroll. 3. Se due rette AB. CD (fìg. 99) sono in un piano, 
e vengono tagliate da rette parallele EF , GH , JK , le parli 
della prima , intercede tra queste parallele , sono proporzio- 
nali a quelle della seconda , intercede tra le medesime pa- 
rallele , talché 

EG : Gl = FU : 1IK. 

Di fatto, se si conduce FN parallela ad AB, si avrà FL=EG, 
LM = Gl ; ma 

FL : LM = FII : I1R ; 

dunque 

EG : Gl = FU : IIR. 

8 
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Scolio. Se la rella DE ( fig. 98 bis) tagliasse i prolunga- 
menti de’ lati HA , CA , le proporzioni (I), (2), (5) avrebbero 
egualmente luogo. 



TROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

Reciprocato cnlc se una rella divide in parli proporzionali 
due lati d' un triangolo , è parallela al terzo lato. 

Se la retta DE ( fig. 100) divide in parli proporzionali i 
lati All , AC del triangolo A11C , dico che è parallela al terzo 
lato I1C. 

Di fatto, se la DE non fosse parallela a BC, si potrebbe dal 
punto D condurre DE parallela a BC , e si avrebbe 

AD : DB = AF : FC ; 

ma per ipotesi 

AD : DB = AE : EC ; 

dunque 

AF : FC = AE : EC. 

OraAF<AE, per conseguenza dovrebbe essere ancora 
FC<EC, ciò che è evidentemente assurdo. 

Scolio. Si giungerebbe alla stessa conchiusione supponendo 
che la DE incontrasse i Iati AB ed AC, o i loro prolungamenti, 
in due punti D ed E tali che si avesse o AB:AD=AC:AE , 
oppure AB : DB = AC : EC. 

Se si ha un sistema di punti A , B , C . , . (fig. 101 ) c per 
un punto qualunque 0 si conducono delle rette ( raggi vetlori) 
OA , OB , OC . . . , ed o su di esse , o sui loro prolungamenti 
dall’altra parlo del punto 0 si prendono de’ punti a,b,c... T 

in modo che ì rapporti ^ ^ ^ • • • siano eguali tra loro, 

il nuovo sistema di punti a , b . c . . . . si dice omotetico al 
primo , ed il punto 0 , centro di omotetia (a). 

OA 

Il rapporto di due raggi vettori — . . . , dicesi rapporto 
di omotetia. 



(a) Non sarà forse inulile notare che lino atta fine del IV Libro, noi sup- 
poniamo sempre che si traili iti figure interamente poste iti un piano ; 
sicché considerando un sistema come il precedente, supporremo che 1 punti 
A , B , C . . . , 0, e p. c. a , 6 , c , . . . stiano in un piano. 
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I due sistemi si dicono omotetici diretti se ciascun punlo 
di uno de' sistemi ed il suo corrispondente ( omologo ) nell 1 altro 
sistema , sono situali da una stessa parte del centro di omo- 
tetia . ed omotetici inversi nel caso contrario. 

Due figure si dicono omotetiche dirette o inverse per rap- 
porto ad un centro , quando per ogni punlo delia prima vi 
è 1' omotetico diretto o l'omotetico inverso nella seconda, per 
rapporto allo stesso centro. 

Allorché un punlo ò situato sopra la retta clic passa per 
due altri, le disianze del primo dai due ultimi, si chiamano 
segmenti della congiungente di questi ultimi.' 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

Se due sistemi sono omotetici, la retta che unisce due 
punti del primo , e quella che unisce i due omologhi del se- 
condo, sono parallele e nel rapporto di omotetia. 

Siano A,B ( fig. 102) due punti del primo sistema ed a.b 
i loro omologhi nel secondo , dico che la retta Ab è parallela 

ad ab , ed il rapporto ^ 6 eguale al rapporto di omo- 



Facile — (u. Prop. Set). 

Coroil. 1. Se tre punti A , B , C del primo sistema sono in 
linea retta, gli omologhi a,b,c sono pure in linea retta, 
quindi : La linea omotetica ad una retta , è una retta ad 
essa parallela. 

Coroll. 2. Se più rette passano per uno stesso punto , le 
omologhe passano pel punto omologo. 

Coroll. 3. L’angolo di due rette è eguale all’ angolo delle 
rette omologhe. 



PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

Se due sistemi sono omotetici , le rette che congiungono i 
punti del primo sistema con un punto qualunque I [fig. 103), 
e le rette che congiungono i punti del secondo sistema col 
punto i omologo ad 1 , sono rispettivamente parallele e nel 
rapporto di omotetia. 

Facile. 
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PROPOSIZIONE Vili. 

TEORESA 

Due sistemi sono omotetici se le rette che congiungono un 
punto qualunque I ( fig. 103 ) coi punti del primo sistema . 
e le rette che congiungono un altro punto i coi punti del 
secondo sistema sono rispettivamente parallele , tutte nello 
stesso verso , o tulle in verso contrario , e proporzionali. 

Siano ABC... cd abe . . . i due sistemi , e supponiamo clic 
le rette AI , BI , CI , . . . siano parallele nello stesso modo allo 

Al 111 CI 

rette at , bi , ci .... c che inoltre — = — - — = ... = r , 

ui bi et 

dico clic i due sistemi sono omotetici. 

Si congiungano A« , It , e sia 0 il punto in cui le due 
congiungenli , prolungate se bisogna , s' incontrano , avremo 

~ = ■— = — r = r. La retta Aa dunque divide la li interna- 
no 0» ai n 

mente o esternamente , secondo clic le parallele AI , ai sono 
in verso contrario o nello stesso verso , in due segmenti 
01 , Oi , il cui rapporto è eguale al dato rapporto r. È facile 
vedere che le rette Bb , Cc . . . passano tutte per lo stesso 
punto 0 ; e che inoltre 

01 OA OB OC 

f ” 0» ~ Oa “ 06 ~ Oc ’ 

dunque i due sistemi ABC . . . , abe . . . sono omotetici. 

Scotio. I due punti I,i, si dicono poli coniugali de' due 
sistemi. * 



PROPOSIZIONE IX. 

TEORESA , 

Due sistemi A'B'C' .... A"B"C" . . . ( fig. 101 ) omotetici ad 
un terzo ABC, sono omotetici tra loro. 

Sia 0" il centro di omotetia de' due sistemi ABC... , A'B'C'... , 
ed 0' il centro di omotetia de’ due sistemi ABC.,. , A"B"C"..., 
e sia inoltre o il polo coniugato di 0*rispetlo ai duo sistemi 
ABC . . . , A'B'C'. . . 
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Si congiungano A ’o , B'o , C'o ; le congiungcnli saranno ri- 
spettivamente parallele nello stesso modo c proporzionali alle 
AO' , BO' , CO'. . . , e perciò avremo 

A'o B'o C'o _ 

AO r ~~ BO 7 — C(F ’ ‘ ’ 

ma 

A»(y B"0' C"<V _ 

"ao 7 W ct7 • • » 

quindi, a causa de’ conscguenti comuni, 

A'o B'o _ C'o 

.v'O' B"0' c'o' * * * ’ 

e per conseguenza i due sistemi A'B'C' . . . , A"B"C" . . . sono 
omotetici (Prop. 8). 

Scotto. I punti o , 0' stanno in linea rolla tanto col punto 
0" quanto col punto 0, centro di omotetia de’sistemi A'B'C'..., 
A"B"C". . . , quindi : J centri di omotetia di tre sistemi a due 
a due omotetici stanno in linea retta. 

La retta che passa pei tre centri di omotetia dicesi asse di 
omotetia ; e siccome i tre centri possono essere o tutti tre 
centri di omotetia diretta , o pure uno di omotetia diretta e 
due di omotetia inversa , nel primo caso l ’ asse si dice di 
omotetia diretta , c nel secondo di omotetia inversa 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. 

Se due figure a centro sono omotetiche dirette, sono anche 
omotetiche inverse , e reciprocamente. 

Siano C e c ( fig . /0J) i centri delle due ligure , A cd a 
due punti omologhi di queste ligure , ed r il rapporto di omo- 
tetia. Si congiungano ac ed AC , e si prolunghi AC di una 
quantità CA'=CA; il punto A' apparterrà alla prima figura. 
n AC A'C 

Ura — — r » dunque nuche — = r ; e poiché i raggi omo- 
loghi ca , CA' sono paralleli in verso contrario , le due ligure 
sono omotetiche inverse. 

Reciprocamente . . . (facile). 
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Scotio 1. Le due figure hanno due ccnlri di omotetia, l'uno 
sulla Ce , 1’ altro sul prolungamento. 

Scolio 2. Se tre figure a centro sono a due a due omotetiche, 
vi sono quattro assi di omotetia : vale a dire, uno di omotetia 
diretta, che passa pei tre ccnlri di omotetia diretta, e tre di 
omotetia inversa, ciascuno de’ quali passa per uno de' ccnlri 
di omotetia diretta c pei duo centri di omotetia inversa, cor- 
rispondenti agli altri due centri di omotetia diretta. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEORESI. 

Due poligoni ABC. . . , abc. . . , {fig. 106 ) sono omotetici 
se i vertici formano due sistemi omotetici , ed i lati dell'uno 
sono rette omologhe ai lati dell' altro. 

Di fallo , poiché i punti A , B sono omologhi ai punti 
a,b , lutti i punti omologhi a quelli della retta AB si trovano 
. sulla ab. Lo stesso per gii altri Iati. 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA. 

Due poligoni omotetici hanno gli angoli omologhi eguali, 
i lati omologhi proporzionali , e possono essere scomposti in 
uno stesso numero di triangoli omotetici. 

Siano ABCDE, abede (fig. 106 ) due poligoni omotetici per 
rapporto al centro 0. 

1) Siccome le rette AB,AE sono omologhe alle rette ub.ae, 
l’angolo BAE=6ac. (Prop. 6 coroll. 3). Similmente ABC=«6c... 

AB on 

ab oh ’ 

HC OB 

he ob 

AB _ BC 

ab bc 

HO CO _ DE 

bc ai de "" 



2) Poiché 
e 

cosi 

Similmente 
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3) Si lirino le diagonali AC, AD..., e le omologhe ac, ad... 
1 triangoli ABC, abe sono omotelici, perchè i vertici formano 
due sistemi omotetici. Similmente i triangoli ACD , aed sono 
omotelici ec. . . . 

Scolio. Due poligoni si dicono simili quando uno di essi 
è eguale ad uno degli omotetici all’ altro. 

Coholl. Due poligoni simili hanno gli angoli eguali , i lati 
omologhi ( ossia i lati addiacenli ad angoli eguali ) proporzio- 
nali , e possono essere scomposti in uno stesso numero di 
triangoli simili e similmente disposti. 

PROPOSIZIONE XIII. 



TEOREMA. 



Due poligoni sono simili se, eccettuati tre angoli conse- 
cutivi , hanno gli angoli eguali ed i lati proporzionuli. 



Siano ABCDE , abede ( fig . 107 ) due poligoni che abbiano 
gli angoli A c li rispettivamente eguali agli angoli a e b, ed 
i lati proporzionali , talché 

AB _ BC _ CT>*_ DE _ EA _ 
uh bc c d de va ’ 



dico che essi sono simili. 

Con un punto qualunque 0 come centro , si costruisca il 
poligono a'b'c'd'e' omotetico ad ABCDE , e tale che il rapporto 
di omotetia sia r. I due poligoni ABCDE, a'b'c'd'e' sono equian- 
goli tra loro ; ma per ipotesi , gli angoli A e B sono rispet- 
tivamente eguali ad a e 6 ; dunque a = a' , e b — b'. Inoltre 

si ha per ipotesi , — = — = — — r;e poiché i poligoni 



ABCDE, a'b'c'd'e' sono omotelici, -rr, 

’ «v 



BC CD _ 

b'& t/u' 



= r; 



dunque ab — a'b ' , bc = b'e' , . . . ea = e'a'. I due poligoni 
abede , a'b'c'd'e' hanno , ad eccezione di tre angoli consecu- 
tivi , le rimanenti parti eguali e disposte nello sless’ ordine ; 
dunque essi sono eguali , e perciò i poligoni abede , ABCDE 
sono simili. 

Scolio. Due triangoli che hanno i tali proporzionali sono 
simili, e p. c. equiangoli tra loro. 
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PROPOSIZIONE XIV. , .= 

TEOREMA. 

Due poligoni sono simili se , eccettualo un loto ed i due 
angoli addiacenti , hanno gli angoli eguali ed i lati pro- 
porzionali. 

La dimoslrazione è sìmile alla precederne. 

Scolio. Due triangoli clic hanno un angolo eguale com- 
preso tra lati proporzionali, sono simili. 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

Due poligoni sono simili se , eccettuali due lati e l'angolo 
compreso , hanno gli angoli eguali ed i lati proporzionali. 

Facile. 

Scolio. Due triangoli equiangoli tra loro sono simili. 

Coroll. Due triangoli, che hanno i lati rispettivamente pa- 
ralleli o perpendicolari, sono simili. 

Scolio. Nei triangoli simili i lati omologhi sono opposti ad 
angoli eguali. — Nei triangoli clic hanno i lati o paralleli , o 
perpendicolari , i Iati omologhi sono o i lati paralleli , o i 
lati perpendicolari. 



PROPOSIZIONE XVI. 



TEOREMA. 

Due poligoni sono simili se sono formati da uno stesso 
numero di triangoli simili e similmente disposti. 

Siano i triangoli ABC,ACD,ADE ( fìg . 108), clic formano il 
poligono ABCDE , simili c similmente disposti ai triangoli 
abe , aed , adc che formano il poligono abede , dico che que- 
sti poligoni sono simili. 

Di fatto, per la simiglianza de' triangoli ABC , abe si lia 

AB BC AC _ 

ab bc ac ’ 
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per la simiglianza de' triangoli ACD , acd , 

AC CD Al) . 

ac ed ad ’ 

e per la simiglianza de' triangoli ADE , ade , 

AD — DE — RA 
ad de ea ’ 

quindi 

AB BC CD __ DE EA 

ab bc cd de ea 

Inoltre . come è facile vedere, i due poligoni sono equian- 
goli , dunque sono simili. 

Scotio. Il numero delle condizioni necessarie per la simi- 
glianza di due poligoni di n lati è 2n — 4. 



PROPOSIZIONE XVII. 



TEOREMA. 



La linea omotetica ad una circonferenza è un' altra cir- 
conferenza. 

Si,a C ( fig . 109) la circonferenza, j? il rapporto ed 0 il 

centro di omotetia. Si divida la retta OC in c in modo che 

OC m , _ 

oc = ì» ’ sa ™ c 1 P unto omologo a C. Sia a il punto omologo 

ad un punto qualunque A della circonferenza C, la ac sarà 

parallela ad AC c — = — , quindi ca = - CA. Ora - c CA 

ca n m m 

sono collanti , dunque anche ca è costante , e la linea ri- 
chiesta ha lutti i suoi punti egualmente distanti da c. 

Cottoli. 1. Due archi omotetici corrispondono ad angoli al 
centro eguali. 

Coroii. 2. Due archi simili corrispondono ad angoli al cen- 
tro eguali. 

Scolio. Se si divide la centrale Cc di due cerchi C , c, tanto 
esternamente quanto internamente, in 0 ed 0', in modo che 
OC 0*C m 

— 5 ^ — — > ciascuno de‘ punti 0,0', è centro di omo- 

9 
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telia, il primo di omotetia diretta, l’altro di omotetia inversa. 

Ciascuno de’ centri di omotetia di due cerchi esterni 1* uno 
all'altro, appartiene a duo tangenti comuni ai due cerchi, le 
quali sono in numero di quattro. 

Allorché i due cerchi sono tangenti esternamente, il centro 
di omotetia inversa coincide col punto di contatto. 

Quando i due cerchi sono tangenti internamente , il centro 
di omotetia diretta coincide col punto di contatto. 

Quando i due cerchi sono concentrici , il centro comune è 
centro di omotetia diretta ed inversa. 

PROPOSIZIONE XY1II. 

TEOREMA. 

le rette condotte comunque dal vertice d' un triangolo , 
dividono la base ed una sua parallela qualunque in parli 
proporzionali. 

Le rette |A F , AG , ... (fig. 110 ) condotte comunque dal 
vertice Ad’ un triangolo, dividono la base BC ed una sua pa- 
rallela qualunque DE in parti proporzionali. 

Di fatto , i due triangoli ABF , ADII 

danno AF : All = BF : DII , 

ed i due triangoli AFG , AHI , 

AF : AH = FG : III ; 
dunque BF : Dn = FG : III. 

Similmente si dimostrerebbe che 

FG : III = GC : IE. 

Scolio. La reciproca è vera, e si dimostra facilmente me- 
diante la riduzione all’assurdo. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

La bisettrice d' un angolo d’ un triangolo o del suo sup- 
plemento , divide il lato opposto in due segmenti proporzio- 
nali ai lati addiacenli. 

La bisettrice AD dell' angolo A ( fig . 111) del triangolo ABC, 
divide internamente il lato opposto BC in due segmenti BD e 
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PC proporzionali ai lali addiacenli AB ed AC. — La bisellrice 
AD' dell'angolo CAB' supplemento dell’angolo A del triangolo 
ABC , divide esternamente il lato opposto BC in due segmenti 
D'B c P'C proporzionali ai Iati addiacenti AB ed AC. 

Dal punto C si conduca EF parallela ad AB , terminata ai 
punti K , F in cui essa incontra le bisettrici AD , Al)'. 

L’ angolo CEA è eguale all’ angolo EAB , [perchè alterni-in- 
tcrni rispetto alle parallele AB , CE , e la segante AE ; ma 
l'angolo BAD è eguale all’angolo DAC; dunque l'angolo CEA 
è eguale all’angolo CAD, e per conseguenza CE =CA. Simil- 
mente gli angoli CAF , CFA sono eguali tra loro , perchè en- 
trambi eguali all’angolo D'AB' ; dunque CA = CF. 

Poiché EF è parallela ad AB , si hanno le proporzioni 

AB : CE = DB : DC 
AB : CF = D'B : D'C , 
ovvero , essendo CE = CF = CA 

AB : AC = DB : DC = D'B : D'C. 

Scolio. Le reciproche sono vere. 

Il piede della perpendicolare condotta da un punto sopra 
una relfci dicesi proiezione del punto sulla retta. 

Proiezione di una retta finita sopra una retta indefinita \ 
(asse), è la porzione della retta indefinita compresa tra le pro- 
iezioni delle estremità della retta finita. 

PROPOSIZIONE XX. 
teorema 

Se dal vertice dell’angolo retto d'un triangolo rettangolo si 
abbassa la perpendicolare sull' ipotenusa : 

1)1 due triangoli parziali sono simili fra loro e simili 
all’ intero ; 

2 ) Ciascun cateto è medio proporzionale tra l’ipolenusa c 
la proiezione di esso cateto sull' ipotenusa-, 

3 ) La perpendicolare è media proporzionale Ira le pro- 
iezioni de’ due cateti sull' ipotcnusa. 

Sia ABC ( fig . 112 ) un triangolo rettangolo in A, e dal ver 
lice A sia condotta la perpendicolare AD sull’ipotcnusa BC. 

•1) I due triangoli BAD , BAC sono rettangoli l’ uno in D , 
l’altro in A , e di più hanno l’angolo B di comune , essi so- 
no dunque equiangoli fra loro c perciò simili. Similmente si 
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(limosità che i due triangoli DAC , BAC sono equiangoli e 
quindi simili. I due triangoli BAD , CAD simili al triangolo 
BAC sono simili tra loro. 

2) I due triangoli simili ABD , ABC danno la proporzione 
BC : BA = BA : BD (i) 

i due triangoli simili ACD , ABC danno 
BC : AC = AC : CD (2) 

vi) I due triangoli ABD , ACD sono simili , quindi si ha 
BD : AD = AD : DC (3) 

Coroll. 1. Se da un punto qualunque d’una circonferenza 
si conducono un diainclro ed una corda , la corda è media 
proporzionale tra la sua projezione sul diametro ed il diame- 
tro stesso. 

Coroll, 2. Se da un punto d'una circonferenza si conduce 
una perpendicolare ad un diametro qualunque , essa è media 
proporzionale tra i segmenti del diametro. 

Per prodotto di due linee s'intende il prodotto dei numeri 
che rappresentano queste linee riferite alla stessa unità, li 
quadralo del numero che rappresenta una retta , dìcesi qua- 
dralo di questa retta. 

PROPOSIZIONE XXf. 

TEOREMA 

In ogni triangolo rettangolo : 

1) U quadrato deli ipotenusa è eguale alla somma dt’ qua- 
drati de’ due cateti. 

2) li quudrato deliipolcnusa sta al quadrato d'un cateto 
come l’ipotcnusa sta alla projezione di questo cateto sull'ipo- 
tcnusa. 

3) I quadrali dei cateti stanno tra loro come le loro pro- 
iezioni sull’ ipotenusa. 

i) Di fatto , (fig. 112.) le proporzioni (1) c (2) della prcc. 
prop. danno BA ! = BC X BD ed AC* == BCXCD , ed addizio- 
nando queste eguaglianze si ha BAM-AC* = BC (BD-t-CD) = 
BC* _ 

2 e 3J Poiché BA*=BCXBD ed AC* = BC X CD si ha 

BC* : BA* : ÀC* = BC : BD : CD. 
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Conou. In ogni triangolo rettangolo il quadrato di un ca- 
teto è eguule al quadrato dell' ipotenusa meno il quadralo del- 
l'altro cateto. 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA 

In ogni triangolo il quadrato del lato opposto ad un an- 
golo acuto , è quanto la somma de’ quadrati degli altri due 
lati . meno due volte il prodotto di uno di questi due lati 
per la proiezione del secondo sul primo. 

Sin ABC (fig. 113.) un triangolo che abbia l'angolo A aca- 
to , se si abbassa CL> perpendicolare ad AB , dico che 

CB*= CAM-ÀB* — 2 ABX AD. 

Di fatto , essendo DB differenza tra AD ed AB si ha 

DB* = ÀD*-t-ÀB* — 2 ADXAB ; 
cd aggiungendo a ciascun membro CD*, 

CD* -f- DB* = CD* ÀDM-AB* — 2 ADXAB; 
e poiché l'angolo in D è retto si ha 

CD* -t- DB* = CB* , e CD* -+- DÀ* = CÀ* ; 

dunque 

Cb* = CÀ* + AB* — 2 AB X AD. 



PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA 

In ogni triangolo ottusangolo , il quadralo del lato oppo- 
sto all’ angolo oliuso . è quanto la somma de’ quadrati de- 
gli altri due lati , più due volle il prodotto di uno di que- 
sti lati per la proiezione del secondo sul primo. 

Sia ABC ((fig. Ili) un triangolo che abbia l’angolo A ot- 
tuso, se si abbassa CD perpendicolare ad AB , dico che 
CB* = CÀ* -f-ÀB* -H 2 AB Y AD. 

Di fatto , essendo DB la somma di DA ed AB , si ha 
DB* = I)T* - 4 - AB* 2 DA X AB ; 
cd aggiungendo a ciascun membro CD* , 

‘CD* -+- DB'*==CD*h-DÀ*+ÀB*-+- 2 DAXAB , 
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ovvero 

CB* = CA* -4- AB* -f- 2 DA X AB , 
perche l'angolo D essendo retto si ha 

CD* -+- DB 4 = CB* c CD* -t- DA* = CÀ*. 

Scolio. Secondo che il quadrato di un lato di un triangolo 
è eguale, maggiore o minore della somma de’ quadrali degli 
altri due lati , l'angolo opposto a tale lato sarà retto , ottuso 
o acuto (a). 



PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA 

La somma de' quadrati di due lati d’un triangolo è eguale 
a due volte la somma de’ quadrali della metà del terzo lato 
e della sua mediana. 

Sia ABC (fig. US) un triangolo qualunque, e sia congiunto 
ii vertice A col punto D medio del lato BC , dico che 

AB* H- ÀC* = 2 ( BD* -t- AD* ). 

Supponiamo primieramente che AD sia perpendicolare a BC, 
avremo 

ÀC* = AD* -4- DC* ed AB* = AD* -4- DB* » 
ed aggiungendo queste due eguaglianze , osservando che BD 
= DC , 

AC*-i-X¥*= 2 (ÀD* + BD*)- 

Supponiamo ora AD obbliqua a BC , e conduciamo AE per- 
pendicolare a BC. Nel triangolo ABD l'angolo D è ottuso, per- 
ciò si ha 

AB* = A DM-DB* -f- 2 DBXDE , 
e nel triangolo ADC l'angolo D essendo acuto. 

AC* = AD*-4-DC* — 2 DCX DE ; 

(a) Indicando con a, b e t, i Ite lati d’un triangolo ABC, ( fig. 11.1 
c Iti) rispettivamente opposti agli angoli A. B e C, la projezionu AD 

del lato 6 sopra c, sari espressa da + Zi ’ secondo clic l'angolo 

A 6 acuto o oliuso. Inoltre facilmente si Doterà che 1' altezza C D cor- 
rispondente alla base r, è eguale a S yj (o+6+ c)(b+c-«) {a+c-b)(a±b-c)-, 

oppure a Z.V P (P a ) ( 1>-t> ) (!*-«') , se poniamo a + 6+ c = 2p. 
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dunque , addizionando queste eguaglianze , ed osservando che 
DC = DB, si ha 

ÀB*-+-AC* = 2 Al) 5 -!- 2 DB*. 

Scoilo. Il luogo de’ punii tali che la somma de’ quadrati 
delle distanze a due punti fissi sia costante , è una circon- 
ferenza di cerchio il cui centro coincide col punto medio della 
congiungcnlc de’ due punti dati. 



PBOPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA 

La 'differenza de’ quadrali di due lati d’ un triangolo è 
eguale a due volte il prodotto del terzo lato per la proiezio- 
ne della sua mediana sulla sua direzione. 

Sia ABC un triangolo qualunque, e sia condotta (fig.115) 
la mediana AI) del lato BC, dico che 

AB* — ÀC* = 2 ADXBC. 

Se si conduco AE perpendicolare a BC si ha 

AB* = ÀD*h-DB*-h 2 DBX»E , 

ed AC* = ÀD*h-DL* — 2 DCXDE , 

le quali eguaglianze danno 

AB* — ÀC* = 4 DBXDE = 2 BCXDE. 

Scolio. Il luogo de’ punti tali che la differenza de’ quadrali 
delle distanze di ciascuno di essi da due punti fissi sia co- 
stante , è una retta perpendicolare alla congiungcnle de’ due 
punti dati. 



PROPOSIZIONE XXVI. 

TEOREMA. 

Il prodotto di due lati dun triangolo è eguale al quadralo 
delia bisettrice del loro angolo , aumentalo del prodotto dei 
due segmenti determinati dalla bisettrice sul terzo lato. 

Sia ABC ( fig . 116) un triangolo^cd AD la bisettrice dei- 
l’angolo A , dico che AB X AC = ADM-BDXDC. 

Al punto C facciasi l'angolo BCE eguale a BAD , e prolun- 
ghisi AD fino all’incontro della CE in E , il triangolo ADB 
sarà simile , a ciascuno de’ triangoli DCE , ACE. 
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I due triangoli simili ADB , DCE danno la proporzione 
BD : DE = AD : DC ; e per conseguenza 
AD X DE = BD X DC 

I duo triangoli simili ADB , A CE danno la proporzione 
AB : ( AD-t-DE ) = AI) : AC ; 
quindi ABxAC =AD* -t- ADXDE ; 
e per conseguenza 

AB X AC_= ADM-BD X DC (a). 



FROPOSIZIONE XXVII. 

TEOREMA 

Il prodotto di due lati d’un triangolo è eguale al prodotto 
del diametro del cerchio circoscritto al triangolo , per la per- 
pendicolare condotta sul terzo lato dal vertice opposto. 

Sia ABC ( fxg. 111 ) un triangolo qualunque ; si circoscriva 
ad esso un cerchio ; si tiri il diametro AE c la perpendico- 
lare AD ; dico che AB X AC = AE X AD. 

Si congiunga BE. 1 due triangoli rettangoli ABE , ADC han- 
no l’angolo E eguale all'angolo C , sono perciò simili , e dan- 
no la proporziono AB : AE = AD : AC : 
quindi AB X AC = AE X AD ( b ) . 



PROPOSIZIONE XXVIII. 

TROREXA 

La somma de’ quadrali de’ lati d'un quadrilatero qualun- 
que , è eguale alla somma de’ quadrali delle diagonali , au- 



la) Indicando con a b c e , i Ire tali del triangolo ABC , rispettiva- 
mente opposti agii angoli A , B e C , facilmente si trova 

AD =4~V* C (6+c+a) (6+c— a) 

(6) Indicando con a b e c i tre lati d’ un triangolo , e con R il rag- 
gio del cerchio ad esso circoscritto , facilmente si trova 

abe 

R = 



V (a-fh-j-c) (o-J-6-c) (o-J-c- b) (6-J-c-a) 



t 
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mentala di quattro volle il quadrato della retta che con- 
giunge i punti meda delle diagonali. 

Sia ABCD un quadrilatero qualunque ; (fig. 118) si condu- 
cano le diagonali AG , DB , c si cougiungano i punii G , F 
nicdii di queslc diagonali ; dico che 

AB ! --BCM^D 2 ~IT\. ! = AG*-i-DB , -r- 4 FG*- 
Si congiungano AF ed FC. Nel triangolo ABD si ha 

ÀB*h-ÀD*= 2"ÀF*-i- 2~FB* 
e nel triangolo BCD 

CB*-i-cD*= 2 CF-h 2 FB* ; 
dunque addizionando 

AL*+-AD*-+-C BM- CD* = 2 ( AF*-i-~CF 2 ) -t- 4 T7f 
Ora AF*h~FC*= 2 FG*-|- 2 AG* ; quindi 

Al^—Al) — CF-4-CD* = 4 FG*-i- 4~ÀG* -+- 4 FB* ; 
oppure^osservando che 4 Tg* = AG* e 4 FB* = DB* , 
ÀB*--AD*-t-GBVcD* = 4 FG*h-AcVb'D*. 

Coroll. Nel parallelogrammo la somma de’ quadrali do’ lati 
e eguale alla somma de quadrali delle diagonali , e recipro- 
camente. 



PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA 

In ogni quadrilatero iscritto il prodotto delle diagonali è 
eguale alla somma de’ prodotti de’ lati opposti. 

Sia ABCD (fig. 119 ) un quadrilatero iscritto , dico che 

acxbd = abxcd-ì-adxbc. 

Si faccia l’angolo DAE eguale all’angolo BAC. 1 due trian- 
goli BAC , DAE sono equiangoli , perchè hauno l'angolo BOA 
eguale all angolo EDA , come iscritti nello stesso segmento 
di cerchio , e per costruzione l’angolo DAE eguale all’an- 
golo BAC ; avremo perciò la proporzione CB : AC = DE : AD 
e p. c . ACXDE = ADXBC. (1) 

I due triangoli BAE , CAD sono equiangoli, perchè l'an- 
golo BAE è eguale all’augolo CAD, e l’angolo ABE è eguale 
all’angolo ACD ; dunque BE : AB = CD : AC , c d. c. AC BE 
= ABXCD(2). 

10 
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Addizionando le eguaglianze (1) e (2), ed osservando che 
ACXDE ■+• ACXBE = AC (DEh-EB) = ACxBD , si ha 
ACXBD = ABXCD -+- ADxBC (a). 



PROPOSIZIONE XXX. 

TEOREMA 

In ogni quadrilatero iscritto il rapporto delle diagonali è 
eguale al rapporto delle somme de’ prodotti de' lati che ter- 
minano alle loro estremità. 

Sia ABCD (fig.120) un quadrilatero iscrillo, dico che 
AC _ AD . AB -t- CB . CD 

liir — BA . BC -+- DA . DC - ' 

Di fatto, si abbassi AG perpendicolare a BD , e si prolun- 
ghi finché incontri CE parallela a BD ; e similmente si ab- 

(t>) Tra le molle applicazioni di questa teorema ci piace indicare le se- 
guenti : 

1“ Trovare la corda AH (fig. HO bit) della somma di due archi A3IC 
e CNB , conoscendo le corde AC e CB di questi archi. 

Conduciamo il diametro CD e le corde AD c DB ; poniamo AB = c , 
AC — b e CB=a; indichiamo con R il raggio del cerchio ; avremo, es- 
sendo reni gli angoli DAC e DBC, AD=v 4R*-A", e DB=V , 4R a -a*- 
Inoltre, poiché ACBD 6 un quadrilatero iscritto, si ha 2Rc = b^J 4K*-u* 
+ a^J 4R’-A’ , dunque 

C =4\/^ + 4 

2° Trovare la corda AC della differenti de’ due archi AMB e CAB , 
conoscendo le corde AB e CB di questi archi. 

Risolvendo la (1) per rapporto a 6 si ha 




3° Trovare la corda dcWarco doppio di un arco, la cui corda i a 
Ponendo nella (!) 4 = a , si ha 

c = xV 4R, - a ’ < 3) - 

1° Trovare la corda dell'arco metà di un arco la cui corda i c 
Risolvendo la (3) per rapporto ad a si ha 

c = \j 2R’± R(/ÌR*-è* (*) 
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bassi BH perpendicolare ad AC , e si prolunghi finché incon- 
tri DF parallela ad AC. 

11 triangolo ABD ci dà 

ai>xab=agxd , 

D indicando il diametro del cerchio nel quale il qnadrilalero 
è iscritto; similmente il triangolo CBD ci dà 
CB X CD = EGIX D ; 
dunque addizionando 

AD X AB -h CB X CD = AE X D (1). 

In modo analogo si ha 

BA X BC -4- DA X DC = BF X D ; (2) 
e dividendo la (I) per la (2) 

ADX AB 



CB X CD AE ,,, 
— BF ’ 



BA X BC -+- DA X DC 
I due triangoli rettangoli CAE , DBF hanno 1’ angolo EAC 
eguale ad FBD , perchè i loro lati sono perpendicolari , dun- 
... AE AC 

que essi sono equiangoli, e danno — s==— — ; 

BI 4 BD 

per conseguenza , sostituendo nella (3) , 



AI) XAB 



BA X BC -t- DA X DC 



CB X CD AC , . 

= rar ( “> 



PROPOSIZIONE XXXI. 



TEOREMA. 

Il rapporto del lato del quadralo iscritto in un cerchio al 
maggio è eguale a 

Sia ABCD ( fìg. 121 ) un quadrato iscritto nel cerchio 0 , 
AB 

dico che = \/ 2 

Di fallo, AB* _ 2 AO* ; dunque 

AB* _ . AB 

AO* 2 ® d AO “ ^ 

Scotio. Conducendo in un cerchio due diametri perpendi- 

(o) Ponendo AB — a , 1)C = 6 , CD = c , DA = d si ha ACYBD ss 

, *c 0.-146.0 

a.c+b.d, B1> = - j^Tj > e p. c. 



AC ss , BD = J 

V ai + de V 



(fl6-Kdp(ac46d) 
ad + 6e 
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cellari AC e BD , fi congiungendo a duo. a duo pii cslrcmi . 
*d olitene il quadralo iscrillo nel cerchio; Congiungendo i 
punii inrdii degli archi AB , BC .... coi rispettivi estremi , si 
olliene l'iillagoiio regolare, iscrillo nel cerchio. 

In siinil modo si ollerrebbero i poligoni regolari di ifi , 
3 2. (il. ...2 n lati, iscritli nel cerchio, n essendo un nu- 
me! o intero, (a) • 



PROPOSIZIONE XXXII. 



TEOREMA. 



Il lato dcll'esagon') regolare iscrillo in un cerchio è eguale 
al raggio. 



Sia ABCPEF (fig. 122) un esagono regolare iscritto nel cer- 
chio 0 . dico che AR ~ AO, 

Si conducano i raggi OA ed OB ; l'angolo AOB sarà la se- 

sta parte di quattro angoli retti . ossia i -4- di un angolo 

rollo; c per conseguenza la somma de' due rimanenti angoli 

sarà eguale a -- di un retto ; c poiché sono eguali Ira loro, 

Ciascuno sarà i ~ di un retto , c quindi eguale ad AOB. 

II triangolo AOB ha i suoi tre angoli eguali , dunque «equi- 
latero e perciò AB = AO. 

Scolio 1. La retta AC è il lato del triangolo equilatero 
iscritto nel cerchio 0. Il rapporto ^ è eguale a \/ ~3. 



Di fatto AC S = AD* — CD* = 3 AO* ; dunque 

/Tri AC 

= 3- ed I(J = v/3. 



AO* ’ - A 

Scolio 2. La dimostrata proprietà fornisce un metodo sem- 
plicissimo per iscrivere in un cerchio un esagono regolare . 
c quindi anche un poligono regolare di 3x2» lati, n essendo 
un numero intero (6). 



(a) Chiamando R il raggio d'un cerchio , il lato del quadrato ed il 
lato dell'ottagono regolare in esso iscritti , saranno eguali rispettivamente 

ad Ry/"J e ad U y2- 2 ( *’"• la noia alla prop. 29) 

(b) Indicando con R il raggio d'un cerchio, i tali dell'esagono rego- 
lare, del triangolo equilatero e del dodecagono regolare iscritti in esso, 

saranno rispettivamente eguali ad R , ad Ry T cad RV/2- \/T ( re- 
di la uoia alia prop. 29). ” 
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l'na velia dicesi divisa in media cd estrema ragione, quan- 
do è divisa in due parti tali clic la maggiore è media pro- 
porzionale Ira liniera retta e la parte minore (a). 



PROPOSIZIONE XXXIIT. 



TEOREMA. 

il lato del decagono regolare iscritto in un cerchio è egua- 
le a Ila parie maggiore del raggio diviso in media ed estre- 
ma ragione. 

Sla AB (fig. f23) il lato del decagono regolare iscritto nel 
cerchio C , c siano tirati i raggi CA , CB. Essendo I’ arco AB 
decima parte della circonferenza, l’angolo ACB sarà la dcci- 

2 

ma parte di quattro angoli retti , ovvero i ~ di un angolo 

retto, e per conseguenza la somma de' rimanenti due angoli 

§ 

CAB , CBA sarà eguale ad —di un retto ; c siccome essi sono 

•> i 

eguali tra loro , ciascuno sarà i di un retto , ossia dop- 
pio dell'angolo ACB. 

Si conduca la bisettrice BD dell'angolo CBA , i due angoli 
DCB . BBC saranno eguali , e sarà p. c. DC=:DB. I due an- 
goli ADB . BAD sono eguali tra loro, perchè ciascuno di essi 
e doppio di ACB , c per conseguenza AB =r DB = DC. 

A causa della bisettrice BD si hu 

CB: AB = CD: DA; 
ma CB = CA , AB = CD ; 

dunque CA : CD = CD : DA ; 

o p. c. la AC è divisa in D in media ed estrema ragione , e 
la parte maggiore CD è eguale al lato del decagono regolare 
iscritto nel cerchio C. 

Scolio. 1. Iscritto il decagono regolare , se si congiungono 



(a) Chiamando x il valore della parie maggiore di una retta a divisa 
in media cd estrema ragione , avremo 

a — a: : x — * : a, 

d'onde si ricava 

* = T 1 ) 
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di due in due i suoi vertici , si otterrà il pentagono regolare 
iscritto nello stesso cerchio. 

Scotio 2. Sia AE l'arco , che è sotteso da una corda egua- 
le al raggio , sarà BE = -4 ~ = -V della circonfc- 

o IO 1«> 

ronza ; e per conseguenza la corda BE sarà il lato del pen- 
tadecagono regolare iscritto nel cerchio C. 

Scolio. 3. Allorché sapremo dividere una retta in media 
ed estrema ragione , ( vedi probi. 4 alla fine di questo li- 
bro ) il problema : Iscrivere in un dato cerchio un poligono 
regolare di 5 . 2» o di 15 . 2» lati, n essendo un numero in- 
tero, non presenterà alcuna difficoltà (a). 



PROPOSIZIONE XXXIV. 

TEOREMA 

Una circonferenza che incontra due rette concorrenti, vi 
determina , a partire dal punto di concorso, quattro segmenti 
tali che il prodotto di quelli della prima retta è eguale al 
prodotto di quelli della seconda. 

Siano AB e CD ( fig. 121) due rette concorrenti nel punto 
0 , ed incontrale da una circonferenza G nei quattro punti 
A , B , C , D , dico che OAXOB = OCXOD. 

Si tirino le corde BD ed AC. I due triangoli OAC , OBD so- 
no equiangoli , quindi danno la proporzione 
OA : OD = OC : OB ; 
e per conseguenza 

OA X 0B = OC X OD. 

Scolw 1. La reciproca è vera. 

Scolio 2. Nel caso che il punto 0 è esterno al cerchio , 
facciamo rotare la retta OA intorno al pnnto^) finché i punti 
A e B coincidono in A' (fìg. 123 ) , avremo ÒA‘* = OC X OD, 
dunque : Se da un punto preso fuori d un cerchio conducia- 
mo a questo cerchio una tangente terminata al punlo di con- 
tatto, ed una segante terminata alla parte concava della cir- 

(«) Dinotando con R il raggio di un cerchio , i lati del decagono re- 
golare , del pentagono regolare e del pentadecagono regolare iscritti i l 
esso , saranno rispettivamente espressi da 

Y ( V/3 - — 1 )- da R^IO-2v/ Teda- T_ 

( Vedi la nota alla prop. 29 ). 
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conferenza , ia tangente è media proporzionale Ira la intera 
segante e la sua parte esterna al cerchio. 

PROPOSIZIONE XXXV. 

TEOREMA. 

Se per uno de’ centri 0 di similitudine di due cerchi G , G' 
( fig . 126) si conducono due seguati qualunque O.V , OD . fra 
gli otto punti d'intersezione , quattro qualunque A , B' C’, D 
non conjugali , sono situati sulla medesima circonferenza. 

Di fallo si ha per ipolesi OC : OB = OC' : OB'; e poiché i 
punii A.B,C,D appartengono ad una medesima circonferenza 
si ha OC : OB := OA : OD ; dunque, a causa del rapporto co- 
mune OC : OB , 

OA : OD = OC' : OB' ; 

e per conseguenza i quattro punti A,B’,C',D stanno sopra una 
medesima circonferenza. 



PROBLEMI SUL LIBRO TERZO 



PROBLEMA i. 

Dividere una data retta DE , (fig. 127 ) in parti propor- 
zionali a rette date A , B , C .. 

Per fissare le idee supponiamo che si voglia dividere la 
retta DE in tre parli proporzionali alle rette A , B , C. 

Dal punto D si conduca la retta DF che faccia con DE un 
angolo qualunque FDE, e si prendano su di essa DG , GH , HI 
rispeltivamcnte eguali ad A , B , C ; si congiunga 1E e si con- 
ducano HAI , GL parallele ad IE ; la DE rimarrà divisa in Ire 
parli DL , LM , ME proporzionali alle relle A , B , C. 

Di fatto , le rette GL , HM , IE essendo parallele avremo 
DL : LM : ME = DG : GH : HI = A : B : C. 

Scolio. Se fosse A=B = C, la retta DE rimarrebbe divisa 
in tre parti eguali. 
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PROBLEMA 2. 

Trovare la quarta proporzionale a tre relle date A , B , C 
( fy ■ M). 

Sul lato EF di un angolo qualunque FEG.a partire dal ver- 
tice . si prendano le due porzioni Ea , Eft rispettivamente 
eguali ad A e B , e sopra EG la porzione Ec eguale a C ; si 
congiunga ac e si conduca bd parallela ad ac ; sarà Ed la 
quarta proporzionale richiesta. 

Di fallo, essendo bd parallela ad ac si ha 
Ea : Eb = Ec : Fd , 
ovvero A : B = C : Ed. 

Scolio. Prendendo EG eguale pure a B si avrebbe 
A : B = B : Ed ; 

quindi Ed sarebbe terza proporzionale ad A e B. 

PROBLEMA 3. 

Trovare la inedia proporzionale Ira due rette date A e B 
(fy- 129). 

1“ Sol. Sopra una retta indefinita GII si prendano due porzioni 
consecutive CD , DE rispettivamente eguali ad A e B ; sulla 
CE come diametro si descriva una semicirconferenza ; dal pun- 
to D si elevi la perpendicolare a CE e si termini al punto F 
dove incontra la scmicirconfereza ; DF sari! media propor- 
zionale tra CD e DE , ovvero tra A e B. 

2* Sol. Sopra una retta GII, a partire da uno stesso punto C , 
si prendano da una stessa parte due porzioni CD e CE rispel- 
livamenle eguali ad A e B ; sulla maggiore CD come diame- 
tro si descriva una semicirconferenza ; dal punto E si elevi 
EF perpendicolare a CD , e si congiunga CF ; questa sarà me- 
dia proporzionale tra CD e CE , ovvero tra A e B. 

Scolio. La media geometrica tra due linee disuguali è sem- 
pre minore della loro media aritmetica. 

PROBLEMA 4. 

Dividere una data retta AB (fig. 130) in media ed estrema 
ragione. 

Da un estremo B della AB si elevi BC perpendicolare ad 
AB cd eguale alla sua metà ; col punto C come centro e col 
raggio CB si descriva una circonferenza , c si conduca AC , 
che la incontrerà in due punti E ed F ; si porti la parte 
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esterna AB di questa segante sulla AB , si otterrà un punto 
D . nel quale la AB è divisa in media ed estrema ragione. 

Di fatto, si ha 

AF : AB = AB : AE , 

e dividendo, 

AF— AB : AB = AB— AE : AE , 
ovvero , essendo AB = EF ed AE = AD , 

AD : AB = DB : AD 

e permutando 

AB : AD = AD : DB (a). 

PROBLEMA 5. 

Per un punto D ( pg. 131 ) dato nel piano di due rette 
BB' , CC' che si tagliano in un punto A , tirare una retta in 
modo che le parli comprese tra questo punto e ciascuna del- 
le dr& rette stiano nel rapporto m : n. 

Dal punto D conduciamo la parallela alla retta CC' , e sia 
E il punto in cui essa incontra l'altra retta BB' ; su questa 
si determini un punto F in modo cho EF : EA = m : n ; la 
retta che passa pei punti D ed F, sarà la rotta cercata. 

Di fatto; si ha 

EF : EA = DF : DG , 
dunque DF : DG = m : n. 

Scouo. Il problema ammette due soluzioni 
PROBLEMA 6. 

Sopra ima retta a b , considerala come omologa ad AB 
( pg. 108 ) , costruire un poligono simile al poligono ABCDE. 

Si tirino le diagonali AC , AD ed ai punti a e 6 si faccia- 
no gli angoli cab, eba rispettivamente eguali a CAB ,CBA, 
il triangolo aòc sarà simile al triangolo ABC. Similmente sul- 
la ac si costruisca il triangolo aed simile ad ACD , c sulla 
ad il triangolo ade simile ad ADE. I due poligoni ABCDE , 
abede sono simili , perchè formali da uno stesso numero di 
triangoli simili e similmente disposti. 

(a) Ponendo AB=a, avremo BC = -j, e p. c. AC = -?\/ 5 ; ma 
AD=:AC — CB; dunque AD = y ( yj "j — 1) 

li 
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PROBLEMA 7. 

Descrivere un cerchio che p assi per due punii dali A , B, 
( fìg. 132 ) e che sia tangente ad un dato cerchio 0. 

Pei due punti dati si faccia passare una circonferenza cho 
tagli la circonferenza data in due punti D , E ; si congiungatio 
I)E ed AB , e dal punto C d’incontro di queste rette si con- 
ducano le tangenti CM , CM' al cerchio dato 0 ; le circonferen- 
ze che passano pei punti A , B e per uno dei punti M o 31' , 
soddisfano alle richieste condizioni. 

PRORLEMA 8. 

Descrivere un cerchio che passi per un punto dato M , c 
che sia tangente a due cerchi dati 0 , 0' (jìg. 133). 

Sia C uno de’ due centri di similitudine de’ dati cerchi ; si 
conduca per esso una segante qualunque CD ; si congiunga 
CM . c su di essa si prenda una porzione CM' in modo che 
CM' X CM = CE' X CD , e che i punti M ed M' si trovino da 
una stessa parte del punto C , o da differenti parli , secondo 
cho da una stessa parte o da differenti parti dello stesso 
punto C si trovano i punti D ed E' ; un cerchio che passa 
pei due punti M ed M' ed è tangente ad uno de’ dali cerchi, 
sarà ancora tangente all’altro. 

Scolio. Il problema ammette in generale quattro soluzioni. 

PROBLEMA 9. 

Descrivere un cerchio tangente a tre dali cerchi. 

Siano R < R' < R" i raggi de’ tre dati cerehi 0 , 0' ed 0". 
Il problema si ridurrà facilmente al precedente osservando che: 

Il cerchio tangente esternamente ai tre dali cerchi , è con- 
centrico al cerchio, il quale mentre passa pel punto 0 , è tan- 
gente esternamente ai cerchi concentrici ad 0' ed 0", ed i cui 
raggi sono R'— R , R'' — R. 

Il cerchio tangente internamente ai tre dali cerchi , è con- 
centrico al cerchio il quale mentre passa pel punlo 0 , è 
tangente internamente ai cerchi concentrici ad 0' ed 0" , ed 
i cui raggi sono R'— R , R" — R. 

Il cerchio tangente esternamente al cerchio 0 cd interna- 
mente ai cerchi 0' ed 0", è concentrico al cerchio, il quale 
mentre passa pel punto 0 , è tangente internamente ai cer- 
chi concentrici ad 0' cd 0", ed i cui raggi sono R'-t-R , Ii"-t-R. 
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II cerchio tangente inlernamentc ni cerchio 0 ed eslerna- 
mentc ai cerchi 0' ed 0" , è concentrico al cerchio , il quale 
mentre passa pel punto 0, ò tangente esternamente ai cerchi 
concentrici ad 0' ed 0", ed i cui raggi sono II' -4- R , R"-bR. 

Il cerchio tangente esternamente ai cerchi 0 ed 0' ed in- 
ternamente al cerchio 0", è concentrico al cerchio, il quale 
mentre passa per 0 , ò tangente esternamente al cerchio con- 
centrico ad 0', ed il cui raggio è R' — R, ed internamente 
al cerchio concentrico ad 0", ed il cui raggio è H"— j— R. 

Il cerchio tangente internamente ai cerchi 0 ed 0' ed ester- 
namente al cerchio 0", 6 concentrico al cerchio, il quale 
mentre passa per 0 , è tangente internamente al cerchio con- 
centrico ad 0', ed il cui raggio è 11' — R, ed esternamente 
al cerchio concentrico ad 0", ed il cui raggio è R"-f-R. 

11 cerchio tangente esternamente ai cerchi 0 ed 0" ed in- 
ternamente al cerchio 0', è concentrico al cerchio, il quale 
mentre passa per 0, è tangente eslernamenle al cerchio con- 
cenlrico ad 0" ed il cui raggio ò 11" — R, ed internamente al 
cerchio concentrico ad 0' , ed il cui raggio è II' -+- 11. 

11 cerchio tangente internamente ai cerchi 0 ed 0" ed ester- 
namente al cerchio 0', ò concentrico al cerchio , il quale men- 
tre passa per 0 , ò tangente internamente al cerchio concen- 
trico ad 0", ed il cui raggio ò R" — II, ed esternamente al 
cerchio concentrico ad 0' , ed il cui raggio è R'-t- R. 



APPENDICE AL L1BK0 TEIIZO 



PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

Qualunque trasversale DF (fig.i.ll ) determina sui lalid'un 
triangolo ABC sei segmenti tali , jchc il prodotto di Ire non 
consecutivi A.F , BD , CE , è eguale al prodotto degli altri tre 
AE , BF , CD. 

Dal vertice C si conduca CG parallela ad AB. I due trian- 
goli AEF , ECG sono equiangoli , c danno la proporzione 
AF : CG = AE : CE. 
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I due triangoli DBF , DCG sono pure equiangoli , e danno 
la proporzione 

CG : BF = CD : BD. 

Moltiplicando le due precedenti proporzioni termine a termi- 
ne , omettendo il fattore connine CG , si ha 
AF : BF = AK X CD : CE X Bl) ; 
e facendo il prodotto degli eslremt eguale a quello de’medii, 
AF X BD X CE = AE X BF X CD. 

Scolio. I punti d’intersezione di una trasversale coi tre lati 
d'un triangolo , sono in numero pari sui lati del triangolo ed 
in numero dispari sui prolungamenti. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA 

Se Ire punti D , E , F , ( fig. 131 ) in numero pari sui lati 
d'un triangolo ABC, ed in numero dispari sui prolunga- 
menti , determinano sei segmenti tali che il prodotto di tre 
di essi non consecutivi è eguale al prodotto degli altri tre, 
talché 

AF X BD X CE = AE X BF X CD (!) 
essi sono in linea retta. 

Di fatto , se la retta DE passasse per un punto F' della AB 
diverso da F , avremmo 

AF' X BD X CE = AE X BF' X CD , 
e dividendo quest’eguaglianza per la (1) , 

AF' RF' 

~ = 5F * 0 AF ' X BF = BF' X AF , 

Il che è assurdo. 

PROPOSIZIONE in. 

TEOREMA. 

Se si congiungono i tre vertici A , B , C d’uri triangolo ABC 
(I ig . 133) con un punto qualunque 0 del suo piano , le con- 
giungenli determineranno sui lati opposti sei segmenti tali, 
che il prodotto di tre non consecutivi AF , BD , CE è eguale 
al prodotto degli altri tre AE , BF , CD. 

Di fatto, il triangolo ABD e In trasversale CF ci danno 
AF . BC . DO = AO . BF . DC ; 
cd il triangolo ACD e la trasversale BE , 

AO . CE . DB = AE . BC . DO ; 
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e moltiplicando fra loro queste due eguaglianze , e togliendo 
i fattori comuni , avremo 

AF . BD . CE = AE . BF . CD. 

Scozzo. I punti d’intersezione delle trasversali AD,BE,CF 
coi tre lati del triangolo si trovano in numero dispari sui lati 
ed in numero pari sui prolungamenti. 



PROPOSIZIONE IV. 

TEORESI*. 

Reciprocamente se tre punti D , E . F , ( fig. 135 ) in nu- 
mero dispari sui tali d’un triangolo ABC, ed in numero pari 
sui prolungamenti , determinano sei segmenti tali , che il 
■prodotto di tre non consecutivi AF , BD , CE è eguale al pro- 
dotto degli altri tre AE , BF , CD , le rette che congiungono 
questi punti coi vertici opposti , concorrono in uno stesso 
punto. 

Sia 0 il punto d'intersezione delle congiungenti AD,BE, 
e supponiamo che la CO passi per F' diverso da F ; avremo 
AF' . BD . CE = AE . BF' . CD ; 
ma per ipotesi 

AF . BD . CE = AE . BF . CD ; 
dunque , dividendo la prima di queste eguaglianze per la 
seconda , avremo 

AF' _ BF 1 _ 

AF BF ’’ 

ciò clic ò evidentemente assurdo. 

Coroll. — Le mediane d’un triangolo s’incontrano in uno 
stesso punto — Le bisettrici degli angoli d’un triangolo s’ in- 
contrano in uno stesso punto — Le tre altezze d'un triangolo 
R incontrano in uno stesso punto. 

Allorché oltre la grandezza di un segmento si deve con- 
siderare anche il verso nel quale deve esser preso , se esso 
è rappresentato da AB , diremo che A è la sua origine , e 
se è rappresentalo da BA , B sarà la sua origine. 

Quando bisogna considerare sopra una medesima linea di- 
versi segmenti , si indica la loro direzione riguardando come 
positivi quelli che sono diretti in un verso convenuto , a par- 
tire dalla loro origine , e come negativi quelli che sono di- 
retti nel verso contrario ; perciò si fanno precedere i primi 
dal segno 4- ed i secondi dal segno — . 
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Se tre punti stanno in linea retta il prodolto de’ segmenti 
compresi tra uno di essi c gli altri due , preso col segno -t- 
o col segno — , secondo che i segmenti stanno nello stesso 
verso o in verso contrario , dicesi potenza di questo punto 
per rapporto agli altri due. 

Si chiama doppio rapporto o rapporto anarmonico di quat- 
tro punti situati in linea retta , il rapporto delle distanze di 
uno de' punti da due altri , diviso pel rapporto delle distanze 
del quarto dai medesimi due. Un rapporto anarmonico sarà 
positivo o negativo secondo che i due rapporti dai quali esso 
risulta sono dello stesso segno o di segno contrario. Il se- 
gno di un semplice rapporto sarà -t- o — secondo clic i suoi 
termini sono dello stesso segno o di segno contrario. 

Con quattro punti a ,b ,c , d, situati in linea retta si pos- 
sono formare 24 rapporti enarmonici ; ma siccome essi sono 
a quattro a quattro eguali tra loro, cosi non ve ne sono che 
sei essenzialmente diversi; vale a dire, i tre seguenti (fon- 
damcntuli ) 

ac bc ad cd ab _ db 

ad " bd ’ ab cb 5 ac ' de 1 

cd i loro inversi. 

Quando più rette partono da uno stesso punto , si dice che 
esse formano un fascio o una sfolta. Le rette diconsi raggi 
ed il punto ad esse comune dicesi centro del fascio o detta 
stella (1). 

Tre grandezze omogenee si dicono essere in proporzione 
armonica quando la prima sta alla terza come la differenza 
tra la prima c la seconda sta alla differenza tra la seconda c 
la terza. 

Se una retta è divisa internamente ed esternamente da due 
punti in modo che il valore assoluto dei rapporto dei due 
primi segmenti è eguale al valore assoluto del rapporto dei due 
secondi , dicesi divisa armonicamente. I due punti estremi 
della retta cd i due punti che la dividono armonicamente, si 
dice che formano un sistema armoirìco , ed i due primi tra 
loro, come pure i due secondi tra loro, si dicono coniugati 
armonici. In tal caso si dice pure che i quattro punti stanno 
in rapporto armonico. 

L'espressione rapporto armonico applicala al sistema armo- 
nico , viene da ciò , che le distanze di uno di essi dagli al- 
tri tre sono in proporzione armonica. 

Di fallo , siano a,b, c, d (fig. 136) quattro punti in rap- 

(1) Allorché una rolla cd una Biella stanno in un piano, la serie ilei 
punii d’imersczumc de' raggi della Biella con la reità ( trasversale ) diccsi 
punteggiala. 
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porlo armonico , avremo la proporzione 
ad : cd = ab : bc, 

la quale può scriversi nel modo seguente 
ad : ad—ae = ab : ac— ab , 
e permutando , 

ad : ab = ad — ac : ac — ab. 

È da notarsi che mentre i punti b . d dividono armonica- 
mente la retta ac , i punti a , e dividono armonicamente la 
retta bd. 

Dalfullima delle precedenti proporzioni si ricava 
adXac— adXaò = ab\ad—abX<ic 

c quindi 

2adXa& = adXac-t-aòXac > 

c dividendo per ai>X ac X oc J 

j8 _ 1_ _1 

ac ab ad 

Si chiama fascio armonico un fascio di quattro rette (raggi) 
che passano per quattro punti, che sono in rapporto armoni- 
co. Due raggi che passano per due punti conjugati si dicono 
raggi conjugati del fascio. 

PROPOSIZIONE V. 



TEOREMA 



Se è dato uno de’ rapporti anarmonici di quattro punti , 
gli altri sono determinali. 

Indichiamo con x,y,z i Ire rapporti anarmonici fonda- 
mentali di quattro punti : a , b , c , d , avremo 



co = 



bd 



ad. be’ it- 



ati 



ab 



cb 

Td ’ 



ah 



de 

~db ’ 



ovvero ( poiché bd — ad — ab . bc — ac — ab ,cb = ab — ac 
cd = ad — ac , de — ac — ad, dò — ab— ad ) 

ad(ab — nc) ab(ac, — ad) 

ac(ab — ad) 



ac(ad — ab) 

^ ad(ac — ab) ' ^ ab(ad — ac) * 



c per conseguenza 

1 — x= 



(ac — ad)ab 


de . 


ab 


ab 


. cd 


i 


ad(ac — ab) 


ad . 


, bc 


ad 


. cb 


•V 


(ad — ab)ac 


bd . 


OC _ 


ac . 


db _ 


I 


ab(ad — oc) ~ 


ab . 


cd 


ab . 


de 


£ 


(ab — ac)ad 


cb . 


ad __ 


ad 


. bc 


1 


ac(ab — ad) 


ac . 


~db ~ 


ac . 


~bd — 


X 
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c quindi 

x = ì — , y = I , 2 = 1 

Coroll. Da queste relazioni risulta 




PROPOSIZIONE VI. 



2 

a; 



TEOREMA 



Ji rapporto delle distanze di uno de' tre punti d’interse- 
zione di una trasversale con tre raggi di un fascio dagli al- 
tri due , sta al rapporto delle disianze del centro del fascio 
dai medesimi due punti , in un rapporto costante. 



Siano OA . OB , OC ( fig. 13 7 ) tre raggi di un fascio ed abe 
una trasversale , dico che 

ab Ob 

— : 7 - = costante. 

ac Oc 

Dal centro 0 si abbassi ON perpendicolare alla trasversale 
ac , e dal punto a si abbassino le perpendicolari a,s , ay ai 
raggi OB , OC. I due triangoli 06N , apb sono simili , come 
pure OcN, ayc, avremo perciò 

ON Y ab — Ob X ap, 

ON X ac = Oc X °y ; 



c per conseguenza 



o/S 



ab 06 Oj 3 

ac 0 c ^ ay m 



Ora — è costante qualunque sia la posizione di a sulla O.V, 
perchè per un altro punto a' si avrcbb c = -- - = — . 

_ o/J , or Oa 

ay' ay 



c quindi — 



dunque 

ab # 06 
oc 



Oc 



= costante. 



Scolio. Il caso in cui ON coincide con una delle rette 06 , 
Oc , non presenta alcuna difficoltà. 
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PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA 

Il rapporto anarmonieo de quattro punii d' intersezione di 
una trasversale con quattro raggi di un fascio è costante , 
qualunque sia la posizione della trasversale. 



Siano a , b , c . d i quallro punti d'intersezione di una tra- 
sversale con quattro raggi di un faseio OABCD (fìg. 137), si 
avrà ( m ed n indicando due costanti ) 



dunque 



ab 


. 06 


<tb 


O b 


oc 


Oc 




Oc 



ab 

ac 



db m 

— costante. 

de n 



Si chiama rapporto anarmonieo di un fascio di quattro 
rette il rapporto anarinonico costante dei quattro punii d' in- 
tersezione di una trasversale qualunque coi raggi del fascio. 



PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA 

Se due sistemi di quattro punti presi sopra due rette in 
modo ette si corrispondono ad uno ad imo , hanno i loro 
rapporti anarmonici eguali , e le rette clic congiungono tra 
punti del primo sistema coi corrispondenti delialtro concor- 
rono in uno stesso centro, la retta che congiunge i due ri- 
manenti punti passa per lo stesso centro. 

La dimostrazione si conduce facilmente mediante la ridu- 
zione all'assurdo. 

Coroli. Se due sistemi di quattro punti presi sopra due 
rette in modo che si corrispondono ad uno ad uno, hanno i 
loro rapporti anarmonici eguali , e si pongono le due rette in 
maniera che due punti omologhi coincidono insieme , le tre 
rette che uniscono gli altri tre punti del primo sistema con 
gli omologhi del secondo concorrono in uno stesso punto. 

12 
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PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA 

Se due fasci di quattro rette che si corrispondono ad una 
ad una hanno i loro rapporti anarmonici eguali , ed i tre 
punti d’incontro di tre raggi del primo fascio coi tre corri- 
spondenti del secondo sono in linea retta, il punto d'incon- 
tro de' due rimanenti raggi starà sulla medesima retta. 

( facile ) 

Coholl. Se due fasci di quattro rette clic si corrispondono 
ad una ad una hanno i loro rapporti anarmonici eguali, c si 
pongono in modo che due raggi corrispondenti coincidono in 
direzione, gli altri tre raggi del primo fascio incontreranno i 
loro corrispondenti in tre punti in linea retta. 



PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA 

Se uno de' rapporti anarmonici di quattro punti è eguale 
a — 1, i quattro punti formano un sistema armonico. 

Sia abed 1* ordine nel quale si succedono i punti , c sia 
y = — 1 (gli altri due rapporti x , z essendo positivi non 
possono essere — — ì ) , avremo 

ad cd ad cd _ 

ab eb ab tic ’ 

quindi i punti deb dividono esternamente ed internamente 
la retta ac nello stesso rapporto ; dunque i quattro punti 
a ,b , c ,d formano un sistema armonico. 

Scolio. In questo caso i rapporti x e z sono rispettiva- 
mente eguali a 2 cd . 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA 

La metà di una retta è media proporzionale tra le di- 
stanze del punto medio di questa retta dai due plinti che la 
dividon o armonicamente. 
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Sia o il punto medio della retta ac ( fig . 138) divisa armo- 
nicamente ne' punti 6 e d, dico che oc ò media proporzio- 
nale Ira ob ed od. 

Di fatto, dalla proporziono 



si ha 



ad : cd — ab : bc , 

ad-*- cd : ad — cd = ab bc : ab — bc , 



ovvero , poiché ad -t— cci = 2 od , ad — cd = 2 oc , ab-*- bc 
— 2 oc , ab — bc — 2 ob , 

od : oc = oc : ob. 



Scolio 1. La reciproca è vera , e può dimostrarsi diretta- 
mente ed indirettamente. 

Scolio 2. A misura che il punto b si avvicina al punto o 
il punto d se ne allontana , e solamente quando il punto b 
coincide col punto o , il punto d si trova ad una distanza 
infinita. 

Coroll. Le distanze del punto medio di una retta dai 
punti che la dividono armonicamente, sono proporzionali 
ai quadrali delle distanze di uno qualunque degli estremi 
della retta dai medesimi punti. 

Di fallo , si ha 

ad cd ad -{- cd od 

ab bc ab -J- bc oc 

c quindi 

ad * cd' od* od’ od 

ab* be' oc* ob')(od ob 



PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMI 

1 quattro punti d'incontro di una trasversale qualunque 
coi quattro raggi di un fascio armonico, formano un siste- 
ma armonico. 

Sia 0 abed {fig. 139 ) un fascio armonico , cd a' , b’ , y , d’ 
i punti d'intersezione di una trasversale qualunque coi quat- 
tro raggi del fascio , avremo {Prop. 7 ) 

a’d' _ c'd' ad al 

a'b' ’ c'b' ab ' cb ’ 



Digitized by Google 




92 



PLAM.METllU 



e quindi i quattro punti a' , b ' , c' , d' formano un sistema ar- 
monico. 

Scolio. Se per un punto A ( fig. HO) preso nel piano di 
un angolo BOC si conduce una trasversale AR, e si fa rotare 
intorno al punto A. il luogo del conjugato armonico di A per 
rapporto ai punti d'intersezione della Irasversale eoi lati del- 
l'angolo, è una retta Oli. Il punto A dicesi polo della retta 
OD , ed OD diccsi polare del punto 0 per rapporto all’ an- 
golo BOC. 



NIOPOSIZTOXE XIII. 



TEOREMA. 



Se quattro rette formano un fascio armonico , una retta 
parallela ad una di esse è incontrala dalle altre tre in tra 
punti tali , che l’ interno è equidistante dagli ullri due. 

Se quattro rette OA , OB . OC , OD , (fig. HI) formano un 
fascio armonico, una retta EG parallela ad una di esse OD, ò 
incontrata dalle altre Ire in tre punti E, F,G tali che EFì=FG. 

I)im. / .* Dal punto F conducasi una trasversale UL , che 
incontri i quattro raggi , si avrà 

IIF : I IL = FI : IL. 

1 due triangoli IIFE , HLO sono simili , e danno 
IIF : 1IL = FE : OL ; 

i due triangoli FIG , 10L sono pure simili , e danno 

FI : IL = FG : OL ; 

quindi 

FE : OL = FG : OL , 
e per conseguenza FE = FG. 

Din i. 2 . * Essendo EG parallela ad OD , il loro punto d’in- 
contro, conjugato armonico di F per rapporto ad E,G, trovasi 
infinitamente lontano, dunque EF = FG. 

C.oroll. Se in un fascio armonico due raggi conjugali sono 
perpendicolari Ira loro , essi bisecano gli angoli degli altri 
due raggi. 

Supponiamo perpendicolari tra loro i raggi conjugali OB,OD 
del fascio OABCD , e conduciamo (fig. H2) EG parallela ad 
OD e quindi perpendicolare ad OB , sarà EF = FG , ed i due 
triangoli rettangoli OFE , OFG , clic hanno inoltre il cateto OF 
di comune, sono eguali, c perciò ang AOB = angBOC. — È lucile 
vedere clic ang COD = ang DOA'. 
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PROPOSIZIONE NIV. 

TEOREMA. 

Quallro velie condotte da uno slesso punto formano un fa- 
scio ormonico se Ire di esse determinano sopra una paral- 
lela alla quarta tre punti tali , che l' interno è equidistante 
duijli altri due. 

Quallro rette OA,OB.OC,OD ( fig.M ) condotte da uno stesso 
punto 0 formano un fascio armonico se Ire di esse OA,OB,OC 
determinano sopra una parallela alla quarta , tre punti E,F,<1 
tali che ’EF = FG. 

Può facilmenle dimostrarsi direttamente ed indirettamente. 

OonoiL. Due rette OA , OC (fig. 112) e le bisettrici OB,OD 
de" loro angoli formano un fascio armonico. 

kii conduca la EG parallela ad OD « per conseguenza per- 
pendicolare ad OB. I due triangoli OFE , OFG hanno un lato 
di comune adiacente a due angoli rispettivamente eguali, perciò 
sono eguali, ed EF = F(J; e quindi OA , OB , OC , OD formano 
un fascio armonico. 



PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

Se per w?i punto A ( fig. 113 ) preso nel piano di un an- 
golo BOC si conducono due trasversali A6c , Aò'c' , e si con- 
giungono b'c , be' , il punto d’ incontro M di queste congiun- 
genti si trova sulla polare del punto A per rispetto all' an- 
golo BOC. 

Sia d il conjugalo armonico di A per rapporto a b e c ; si 
congiungano lUA,Md. Le quattro rette MA, Mò,Md, Me formano 
un fascio armonico ; per conseguenza se si prolunga la Mtf 
lino al suo incontro d' con Aò'c' i quattro punti A , 6' , d' ,c\ 
formeranno un . sistema armonico ; dunque dd' , è la po- 
lare di A. 

Un sistema di quattro rette che a due a due si tagliano in 
sei punti dicesi quadrilatero completo. In questa ligura si 
considerano quattro lati , che sono le quattro rette , sei ver- 
tici , che sono le intersezioni de’ quattro lati a due a due, e 
tre diagonali , che sono le congiungcnli delle tre coppie di 
vertici opposti. 
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Un sislema di quattro punti situali a due a due su sci rette , 
dicesi quadrangolo o quadrigono completo. In questa figura 
si considerano quatlro vertici, che sono i quattro punti, sci 
lati, che sono le sei rette , e finalmente i tre punti d' interse- 
zione delle tre coppie di lati opposti. 



PROPOSIZIONE XVI. 



TEOREMA. 

In ogni quadrilatero completo , ciascuna delle diagonali è 
divisa armonicamente dalle altre due. 

Sia ABCDEF un quadrilatero completo (fig. IH), dico clic 
ciascuna delle diagonali AD , BE , CF, è divisa armonicamente 
dalle altre due ; sicché ciascuno de' tre sistemi A , m , D , » ; 
F , n , C , p ; E , in , B , p , è un sistema armonico (facile). 

Scolio. In ogni quadrigono completo ABCD (fìg. Ilo) cia- 
scuna coppia di lati opposti (AD e BC) , (AB e CD) , (AC c DB) 
divide armonicamente la retta che congiunge i punti d’ inter- 
sezione (ni e p ) , (n e p) , (m ed n) delle rimanenti due cop- 
pie di Iati opposti. 



PROPOSIZIONE XVII. 



TEOREMA. 

Se quattro punti a , a' , b , b ' , coniugati a due a due, sono 
situati sulla medesima retta , vi ha su questa linea un punto 
di < guai potenza per rapporto ai due sistemi di punti con- 
iugali. 

I.® I punti di ciascuno de’ due sistemi a, a' e b.b', non 
sono tra i punti dell' altro , oppure un punto di ciascun si- 
stema è tra i punti dell’ altro, tfig. 116 ) 

Dagli estremi a , b' si conducano due parallele in verso con- 
trario ; su di esse si prendano aB ab , b'S. = b'a', e si con- 
giunga AB ; dico che il punto o , dove la congiungenle in- 
contra ab' , sarà di cgual potenza per rapporto a ciascuno dei 
due sistemi aa ' , bb'. 

Di fatto , i due triangoli onB , oh ' A sono simili , c danno 
oa : aB = ob' : b'A , 
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ovvero , poiché ah = ab e 6'A = 
oa : ab = ob' 



<T onde 



b'a' , 
Va ' ; 



oa:ob = ob' : oa' , 

e per conseguenza 

oa X oa' = 06 X ob'. 



2.® I punti di un sistema sono situali tra i punti dcU'allro, 
(fit 7. 1*7). 

Dai punti a e ò' si conducano due parallele nello stesso 
verso; su di esse si prendano ali — ab e b'A = 6’a', e si con- 
giunga DA; dico che il punto 0 d’incontro della congiungcnte 
DA con la ab', sarà di egual potenza per rapporto a ciascuno 
dei due sistemi «a', 66'. 

Di fatto , i due triangoli oaB , 06'A sono simili , e danno 



ovvero 

quindi 

e per conseguenza 



oa : all = ob’ : 6'A , 
oa: ab = ob' : b'a' ; 
oa : ob — ob' : oa , 
oa x oa' = ob X ob', 



Scolio. Se il punto medio di aa' coincide col punto medio 
di 66', il punto di egual potenza trovasi ad una distanza in- 
lìnila. 



rROPOSIZIOXE XVIII. 

TEOREMA. 

Se il punto 0 è di egual potenza rispetto a due sistemi 
di punti conjugali a , a' e. b ,b', il rapporto delle sue distanze 
a due punti coniugali a , a' , è eguale al rapporto delle po- 
tenze di questi putiti per rapporto agli altri due. 

Di fatto, si ha per ipotesi 

oa X oa' = 06 X 06' , 
c dividendo per oa'X ob, 

oa 06' < 

ob oa ‘ ’ 

quindi 

oa 'oaioli' ab' 

ob ob :fc oa' b<i‘ 
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Similmente si proverebbe che 

na' a'b' 

ob 6u " 

Dividendo queste due eguaglianze membro a membro si ha 

oa ab . ab' _ 

oa' a'b • ba ’ 

dunque . . . 

Allorché un punto o è di egual potenza per rapporto a tre 
sistemi di punti conjugali in linea retta , i sei punti di questi 
tre sistemi si dice ebe sono in involuzione, cd il punto o dicesi 
centro d' involuzione. 

Il centro di sei punti in involuzione può avere tre posizioni 
diverse : 

I® Può trovarsi da una stessa parte de’ tre sistemi. 

2° Può trovarsi in modo che un sistema di due punti stia 
da una parte , e gli altri due sistemi dall’ altra parie di esso 
centro. 

3° Può trovarsi in modo che tre punti de’ tre sistemi stiano 
da una parte , ed i loro conjugali dall’ altra di esso centro. 

Nel primo caso due punti conjugali possono coincidere , c 
perciò confondersi in un solo; allora questo punto si dirà 
doppio. Possiamo dunque avere anche cinque punti in invo- 
luzione ; ma allora uno di essi é doppio. 

Nel secondo caso possiamo avere del pari cinque punti in 
involuzione , ed allora uno di essi è doppio. Possiamo avere 
anche quattro punii in involuzione , due di essi però sono 
doppii, e si troiano da parli differenti del centro. In questo 
caso i due punti doppii cd i rimanenti due punti conjugali 
formano un sistema armonico. 

PROPOSIZIONE XIX. 



TEOREMA. 

Jl rapporto (inarmonico di quattro punti qualunque di un 
sistema di sei punti in involuzione , è eguale al rapporto 
anarmonico de’ loro conjugali. 

Quesla proprietà può facilmente verificarsi per quattro punti 
appartenenti a due sistemi conjugali ; perciò noi la dimostre- 
remo solamente per quattro putiti a , a' , b , c , due de’ quali 
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appartengono ad un sistema , e gli altri due, uno ad uno e 
l’altro all’altro dei rimanenti due sistemi conjugali. 

Pel teorema precedente si ha 



dunque 



<>a ab • ab' 

oa' a'b ■ a'b' ’ 




oc • oc' 
o'c • a'c' 



ab • ab' oc • ac' 

a'b ■ a'b' o'c • o'c' ’ 



e per conseguenza 

ab 

ac 



a'b 

a'c 



a'b' _ ab' 
a'c' ’ ac’ 



PROPOSIZIONE XX. 



TE0RESA. 

Sci punti situali sulla stessa retta c conjugali a due a 
due sono in involuzione, se U rapporto anarmonico di quat- 
tro qualunque di essi a , a’ , b , c , appartenenti ai tre sistemi, 
è eguale al rapporto anarmonico de' loro conjugali. 

Sia o il punto di cgual potenza di due de’ sistemi . .. (La 
dimostrazione si conduce facilmente col metodo della ridu- 
zione all' assurdo). 

Un fascio di sei rette che passano per sei punti in involu- 
zione dicesi in involuzione. 

Vi possono essere de’ fasci di cinque rette in involuzione , 
ma allora uno de’ raggi è doppio , c propriamente quello che 
passa pel punto doppio. Similmente vi possono essere dc’tfasci 
di quattro rette in involuzione , ma allora vi sono due raggi 
doppii. 

PROPOSIZIONE XXI. 



TEORESA. 

I set punti A , B , C , A' , B' , C' d' intersezione di] una tra- 
sversale qualunque coi raggi di un fascio Oabca’b'c' di sei 
rette in involuzione sono in involuzione (fìg. 148). 

Di fallo , per la prop. 7 , si ha 

«6 . a'b _ AB . A'B 
ac * a'c AC ’ A'C ’ 

13 
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cd 

a'b' _ ab' __ AT _ AB' # 
a'c' ‘ ~aé' — A'C' : AC' : 

ma (Prop. 19) 

'ab a'b a'b' * ab' 

ac " a'c a'c' ’ ac' ’ 

dunque 

AB . A'B __ A'B' . f AB' . 

AC : A'C — A'C' : AC' ’ 

e per conseguenza ( Prop . 20) i sei punii A,B,C,A',B',C', 
sono in involuzione. 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA. 

Se in un fascio di sci rette in involuzione, due raggi sono 
rispettivamente perpendicolari ai loro conjugati, i dm rima- 
nenti raggi sono perpendicolari tra loro . 

Nel fascio Oabca'b'c' (fig. 119 ) in involuzione , supponiamo 
rclli gli angoli aOa' , bOb' , dico che sarà anche retto 1’ an- 
golo cOc'. 

Dal centro o dei sei punti a.b,c,a',b',c' si elevi la per- 
pendicolare ad ac' , dico primieramente che questa passerà 
per 0. Di fatto , se prendiamo su questa perpendicolare , a 
partire dal punto o, dall’una e dall’altra parte di questo punto, 
due porzioni eguali alla media proporzionale tra oa ed oa' , 
che sarà anche la media proporzionale tra ob cd ob', si avranno 
cosi i due punti d’intersezione delle circonferenze descritte 
sopra aa' e bb' come diametri; ma 0 dev’essere uno di questi 
punti ; dunque la delta perpendicolare passa per 0. Di più , 

essendo o0 ! = oaxoa' = ocxoc', se sopra cc' come dia- 
metro si descrive una circonferenza , questa passerà per 0 ; 
e per conseguenza l’angolo cOc' ò retto. 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA. 

Qualunque trasversale condotta nel piano d" un quadran- 
golo ABCD , incontra i sei lati in sei punti a,b,e,a',b',c', in 
involuzione, (fig. ISO) 

Di fatto, essendo i quattro raggi AD , Ac , AG , AB incontrali 
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dalle trasversali ab' , DB , si ha 

ca _ c'a eD . yD 

cb' ‘ c'b' cB " yB ’ 

c similmente essendo i quattro raggi CD , Cc , CA , CB , incon- 
trati dalle trasversali DB , ba' , si ha 

fD _ yl) cb c'b c'a’ ca' 

cB * yB ca' ' c'a' c'b ' cb ’ 

dunque 

ca c'a c'a' ca' 

cb' " c'b' c'b cb ’ 

e per conseguenza (Prop. 20) i punti a,b,c,a’b' c' sono in in- 
voluzione. 

Coroll. 1. Se la trasversale passa per uno de’ punti <F in- 
tersezione di due lati opposti del quadrangolo , si ha un si- 
stema di cinque punti in involuzione ; ed il punto doppio è 
appunto quello d’ intersezione de’ detti due lati opposti. 

Coroll. 2. La retta che passa per due de’ tre punti d’ in- 
tersezione de’ lati opposti d’ un quadrangolo , è divisa armo- 
nicamente no’ punti in cui essa è incontrata dai rimanenti 
due lati. 



PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA. 

Se si congiunge un punto qualunque 0 preso nel piano 
d’ un quadrilatero completo ( fìg. 131 ) , coi suoi sei vertici 
A,B,C,D,E,F, si avrà un fascio in involuzione. 

Di fallo , nel quadrangolo OBCD , la trasversale AF taglia 
i sei lati in sci punti a ,b ,c,a’ ,b' ,e’ in involuzione ; dunque 
il fascio O.VBCDEF è in involuzione. 

Coroll. 1 . Se 0 fosse uno de’ punti d’intersezione delle 
circonferenze descritte sopra due delle diagonali come dia- 
metri, p. e. AD e BE, i raggi OC , OF sarebbero tra loro per- 
pendicolari (Prop. 22)] c per conseguenza: le tre circonfe- 
renze descritte sopra le tre diagonali hanno gli stessi punti 
d' intersezione. 

Coroll. 2. 1 punii medii delle tre diagonali d'un quadri- 
latero completo stanno in linea retta. 
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PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA. 

Se due punti B ed A ( fig . 152) dividono armonicamente 
un diametro CC' d' un cerchio 0, il rapporto delle distanze 
di un punto 31 della circonferenza dai due punti B ed A, è 
costante. 

Di fatto , le rette SIA,MC,SIB,MC', che congiungono un punto 
qualunque M della circonferenza 0 coi punti A.C,B e C', for- 
mano un fascio armonico nel quale l’ angolo C'MC di due raggi 
coujugali è retto ; dunque ( Prop . 13. Coroll.) questi raggi 
bisecano gli angoli degli altri due ; c per conseguenza 

AIA : MB = CA : CB = C'A : C'B. 



PROPOSIZIONE XXVI. 

TEOREMA. 

Ogni punto SI (fig. 132) tale , che il rapporto SIA : MB delle 
sue distanze dagli estremi A e B d’ una data retta AB , è 
costante , trovasi sulla circonferenza , che ha per diametro 
la congiungente CC' de’ punti C e C' , i quali dividono ar- 
monicamente, nel dato rapporto costante , la retta AB. 

Di fatto , poiché 

MA : MB = CA : CB = C'A : C'B , 

le rette SIC, SIC' sono lo bisettrici degli angoli delle retto 
AIA , MB ; dunque l’angolo CMC' è retto, e per conseguenza 
il punto SI trovasi sulla circonferenza che ha per dianiclro CC'. 

Scolio. Il luogo de' punti tali che il rapporto delle distanze 
di ciascuno di essi dagli estremi di una retta data sia co- 
stante . è la circonferenza che ha per diametro la congiun- 
gente de’ punti , che dividono armonicamente , nel dato rap- 
porto costante , la retta dula. 

PROPOSIZIONE XXVII. 

r 

TEOREMA. 

/ 

Sé due jiunli A,B (fig. 153 e 151) dividono armonicamente 
un diametro CC' d’un cerchio 0, e per uno di essi A si eleva 
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In perpendicolare AF a questo diametro , un punto qualun- 
que M di questa perpendicolare , ed il punto II , divideranno 
armonicamente la corda EU che passa per questi punti. 

1° Il punto A slia sul prolungahienlo del diametro. (fig.133) 

Se si cougiunge AD , AE , si avrà 

DA : DB = CA : CB , 
cd EA : EB = CA : CB ; 

onde , a causa del rapporto comune CA : CB , 

DA : DB = EA : EB ; 

quindi AB è la bisettrice dell’angolo DAE; c poiché AM ò per- 
pendicolare ad AB , le rette AM , AD , AC . AE formano un fa- 
scio armonico, ed i quattro punti M,D,B ed E, un sistema 
armonico. 

2. Il punto A slia sul diametro, (fig. 131) 

Si dimostrerà come precedentemente che AB c la bisettrice 
dell’angolo DAE', c siccome AM è perpendicolare ad AB, si 
potrà concbiudere che le rette AB , AD , AM , AE , formano un 
fascio armonico , cd i punti B , I) , M ed E , un sistema ar- 
monico. 

Scotio. 1. 1 soli punti della retta AF godono di questa pro- 
prietà , come facilmente può vedersi , quindi : La retta AF è 
il luogo de’ coniugati armonici di B per rapporto a' punti 
d' intersezione delle seganti condotte da B con la circonfe- 
renza 0. 

Scolio. 2. Se si fa rotare la corda ED intorno.a B , il punto 
M genera la retta AF ; perciò questa diccsi polare del punto 
B ( polo ). 



PROPOSIZIONE XXVIII. 

TEOBEJIA. 

Se per un punto P (fig. 133) dato fuori d' un cerchio 0 , 
si conducono a questo cerchio le due tangenti PC , PC', la 
segante CC' de’ contatti sarà la polare di P. 

Di fatto , si tirino le rette CO e PO, e si prolunghi quest’ ul- 
tima in B ; sarà CO perpendicolare a PC , e CC' ad OP. Nel 
triangolo rettangolo OCP si ha OC 2 = OD X OP ; e poiché, 
CO = OA , OA* = OD X OP ; i punti P , A , D , B formano^ 
dunque un sistema armonico , e la retta CC' é la polare di P.j\ 
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Coroll. Se dagli estremi d’ una corda si conducono Ir. 
tangenti al cerchio , il loro punto d’incontro è il polo della 
corda. 



PROPOSIZIOXE XXIX. 



TEOREMA, 

La polare di un pun to qualunque M (pg. Ioti) duna retta 
ME , per rapporto ad un cerchio , passa pel polo di questa 
reità. 

Sia CC' la polare di 51 per rapporto al cerchio G ; questa 
essendo perpendicolare ad .MG , incontrerà il diametro AB , 
che è perpendicolare ad ME, in un punto D. I due triangoli 
rettangoli GI1),GEM hanno l'angolo iu G di comune, sono 
perciò simili , e danno 

Gl : GD = GE : Gii ; 

tT onde 

Gl X G51 — GD x GE ; 

c poiché GIXGM=GA*, sarà GA 1 =:GDxGE, e quindi I> 
è il polo della retta ME. 

Coroll. 1. Se da differenti punti d' una retta si conducono 
delle coppie di tangenti ad un cerchio, le seganti de’ con- 
tatti passano tulle pel polo di questa retta. 

Coroll. 2. Il punto d’ intersezione di due rette qualunque, 
è il polo della retta, che passa pei poli di queste rette. 

PROPOSIZIONE XXX. 



TEOREMA. 



Reciprocamente il polo 51 duna rella CC' (fig. ió'O ) con- 
dotta per un punto 1) preso nel piano d un cerchio , tro- 
vasi sulla polare di questo punto. 



Di fatto, dal punto M si abbassi BIE perpendicolare al dia- 
metro AB che passa pel punto 1», e si cougiunga 51G. I trian- 
goli GII) , GE51 sono simili , e danno 

GPXGM = GEXGD ; 
ma 



dunque 



Gl x GM = GA* ; 



GA 2 = GE X CD ; 
c per conseguenza 5IE è la polare di D. 
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Coitoli. Se per un punto si conducono delle seganti ad un 
cerchio , i punii d’ incontro delle tangenti condotte dalle in 
tersezioni di ciascuna segante con la circonferenza , sono si- 
tuati sulla polare del punto dato. 

Scolio. Se nel piano d' un cerchio si hanno dei punti c 
delle rette , e si costruiscono per rapporto a questo cerchio 
le polari de’ punti ed i poh delle rette , si avrà una seconda 
figura correlativa alla prima , nel senso , che per ogni si- 
stema di punti in linea retta o di rette che passano per uno 
stesso punto in una di esse , si ha nell' altra un sistema di 
rette che passano per uno stesso punto , o di punti in linea 
retta. Tali ligure vengono denominale polari reciproche. 

PROPOSIZIONE XXXI. 

TEOREMA. 

In ogni quadrangolo ABCD (fìg. 1S7) iscritto in un cer- 
chio i tre punti I , L , N di concorso delle tre coppie di lati 
opposti , determinano un triangolo ILN , nel quale ciascun 
vertice è , per rapporto al cerchio, il polo del lato opposto. 

Siccome le rette KB , NC , NI ed NL formano un fascio armo- 
nico , la NI determina sulle CB e DA i conjugali armonici di 
L per rispetto a C e B , e D ed A , dunque NI 6 la polare 
di L. Similmente si dimostrerebbe che LI è la polare di N. 
II punto I d’ intersezione delle due rette IN ed IL è il polo 
della retta LN , che passa pei poli di IN e di IL (Prop. 29. 
Corali. 2.) 

Coroll. Se da un punto N preso nel piano d’un cerchio 
si conducono due trasversali qualunque ND , NA , e si con- 
giungono a due a due i punti in cui esse tagliano la cir- 
conferenza, i punii d’ intersezione I ed L di queste congiun- 
gcnli sono sulla polare di N. 

PROPOSIZIONE XXXII. 

TEOREMA. 

Se "pei quattro vertici A,B,C,D {fig. 138) d’un quadrangolo 
iscritto in un cerchio , si conducono a questo le tangenti , 
ciascuna delle diagonali EG , FII ,MK dei quadrilatero com- 
pleto , clic cosi si ottiene , passerà per due dei tre punti 
L , N , I d’ intersezione de’ lati opposti del quadrangolo. 

Pei teorema precedente IN è la polare di L , ed essendosi 
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rial punto L condotta la segante LB, e dai punti d'intersezione 
C . B le tangenti , il loro punto d' intersezione F starà sulla 
polare di L; similmente lì sta sulla polare di L; dunque i 
quatlro punti 1I,I.F,N stanno in linea retta. In cgual modo si 
proverebbe che i punti L , G , I , E stanno in linea retta. La 
retta NL è la polare del punto I (Prop. prec.), e poiché i 
punti M e K sono i poli delle rette DB , AC , la retta ME ft 
la polare dello stesso punto I ; dunque i quatlro punti K,L,M,N, 
stanno sopra una medesima retta. 

Scolio. 1. RM è la polare di I , GE è la polare di N , IIF 
è la polare di L , dunque : In ogni quadrilatero completo cir- 
coscritto ad un cerchio ciascuna delle diagonali è la polare 
del punto d’ intersezione delle altre due. 

Scolio 2. Ciascuno de’ sistemi di retto che partono da’ punti 
N , L , 1 forma un lascio armonico. 

PROPOSIZIONE XXXIII. 



TEOREMA. 

In ogni esagono, convesso o pur no, iscritto in un cerchio, 
i tre punti di concorso de’ lati opposti sono in linea retta. 

Sia ABCDEF un esagono iscritto in un cerchio ( fìg. io9 ) , 
dico che i punti L,M,N d'incontro de’ lati opposti AB e DE , 
BC ed EF , CD ed FA sono in linea retta. 

Si prolunghino i tre lati non consecutivi AB , CD , EF finché 
col loro incontro formino il triangolo GUI, nel quale a causa 
delle tre trasversali BC , DE , FA avremo 

IM X HB X GC = IC X HM X GB , 

IE X nL X GD = 1D X RE X GL , 

1F X IIA X GN = IN X HF X GA ; 

c moltiplicando fra loro queste eguaglianze , 

IM X HB X GC X IE X HL X GD X IF X HA X GN = 

1C X IIM X GB X ID X HE X gl X IN X IIF X GA. (1) 

Ora 

GC X GD = GA X GB , 

IIB X HA = HE X HF , 

IE X IF = ID X IC ; 
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e moltiplicando fra loro queste eguaglianze 

GC X GD X HB X HA X IH X IF = 

GA XGBX HE X HF X ID X IC ; (2) 

e dividono la (1) per la (2) , 

DI X HL X GN = IDI X GL X IN ; 

dunque i Ire punti I,,M,N ( Prop . 2.) stanno in linea retta. 

Coiìoìz. /. In ogni pentagono ABCDE (fìg. 160 ) iscritto in 
un cerchio, le rispettive intersezioni L,M di due lati addia- 
centi AB,AE coi ledi ED,BC stanno in linea retta con l'in- 
tersezione N del rimanente lato DC c della tangente condotta 
dal vertice A. 

Coholl, 2. In ogni quadrilatero iscritto ARDE ( fìg. 161), 

, l’intersezione L di due lati opposti AB, DE, è in linea retta 
coi punti H,N in cui le tangenti AM,BN condotte dai vertici 
A,B, incontrano rispettivamente i due rimanenti lati BD.AE. 

Conou. 3. Se pei quattro vertici d'un quadrigono iscritto 
si conducono le tangenti, ciascuna delle diagonali del qua- 
drilatero completo che cosi si ottiene , passa per due dei tre 
putiti d' intersezione de' lati opposti del quadrigono. 

Conou. i. Se pei tre vertici d' un triangolo iscritto in un 
cerchio conduciamo le tangenti al cerchio, in modo da for- 
mare un triangolo circoscritto , le intersezioni de' lati del 
triangolo iscritto coi lati opposti del triangolo circoscritto 
stanno in linea retta. 

PROPOSIZIONE XXXIV. 



TEOREMA. 

In ogni esagono circoscritto ad un cerchio, le diagonali 
condotte pei vertici opposti presi a due a due, concorrono 
in uno stesso punto. 

Si congiungano tra loro I successivi punti di contatto dei 
lati dell’esagono circoscritto col cerchio, in modo da formare 
1* esagono iscritto. 

La dimostrazione si conduce mediante lo scolio della pro- 
posizione 30. 

Coroll. 1. Nel pentagono ABCEF (fìg. 162) circoscritto ad 
un cerchio, le diagonali CF,EB condotte dagli estremi C.E 
d’un lato EC, alle estremità F,B de’ lati addiacenli, EF,CB, 
concorrono in uno stesso punto con la retta che congiunge 
il vertice A col punto di contatto D del lato EC. 

H 
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Conou. 2. In ogni quadrilatero ACEF ( fig. 163 ) , circo- 
scritto ad un cerchio , le rette AD , BE che congiungono due 
vertici opposti A, E coi punti di contatto de’ lati di uno de' ri- 
manenti angoli G , si tagliano in tino stesso punto con la 
retta CE, che unisce i rimanenti vertici. 

Coroli. 3. In ogni quadrilatero circoscritto ad un cerchio, 
le due diagonali e le congiungcnli dei punti di contatto dei 
lati opposti, si tagliano in tino stesso punto. 

Conou.. I. In ogni triangolo le rette che uniscono i ver- 
tici coi punii di contano de' lati opposti col cerchio iscritto, 
s'incontrano in uno stesso punto. 

Si chiama potenza di un punto per rapporto ad un cerchio , 
la potenza di questo punto per rapporto ai due punti d’ in- 
tersezione di una trasversale qualunque condotta per esso , 
con la circonferenza. — Se il punto è esterno al cerchio la 
potenza di questo punto per rapporto al cerchio è eguale al 
al quadrato della porzione deila tangente compresa tra questo 
punto ed il punto di contatto. Se il cerchio si riducesse ad 
un punto , la potenza sarebbe eguale al quadralo detta di- 
stanza de’ due punti. — Se il punto 6 interno al cerchio la 
sua potenza per rapporto al cerchio è eguale a meno ii qua- 
dralo della metà della minima corda condotta per esso, vale 
a dire a meno il quadralo della metà della corda condotta 
per esso perpendicolarmente al diametro che passa anche 
per esso. 



PROPOSIZIONE XXXV. 

TE0REJ1A. 

La potenza di un punto rispello ad un cerchio è eguale 
all’eccesso del quadralo della distanza di questo punto dal 
centro sul quadralo del raggio. 

Supponiamo dapprima un punto M esterno al cerchio ( fxg.161 ). 
Conduciamo la tangente MA, c congiungiamo MG è CA. Il trian- 
golo MCA C rettangolo in A, dunque MA* = MC* — CA 1 . 

Sia ora il punto M interno al cerchio. Conduciamo pel punto 
M il diametro BB' e la corda AA' ad esso perpendicolare . e 

congiungiamo CA. Il triangolo rettangolo CMA dà MAVsCA 1 — CM*, 
e per conseguenza 

— MA* = CAI* — CA*. 
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PROPOSIZIONE XXXVI. 

TEORESI. 

Il luogo de’ punti di egual potenza rispetto a due cerchi 
i una retta perpendicolare alla centrale. 

Siano C e C' due corchi (Jig. 16o), o D il punto della cen- 
trale CC' , di egual potenza per rapporto alle due coppie iti 
punti A . B ed A' , B' ; se dal punto D si eleva la perpendi- 
colare DE a CC' , dico che ogni punto di questa perpendico- 
lare è di egual potenza per rapporlo ai due cerchi, ed ogni 
punto fuori della perpendicolare uon è di egual potenza per 
rapporto ai duo cerchi. 

Di fallo, si ha per ipotesi 

D(J— CA^DC 7 » — CX 2 ; 
ed aggiungendo di comune 31D 2 , 

sTIF-}- De 2 — cà 2 = mlì 2 -t- lhT* — iTa 7 *. 

Ora se il punto M sta sulla perpendicolare DE si ha 
3lD r -t-DC r =3u7 ed mTÌM- D~= MC 77 , quindi 
iuT 2 — LA 2 = siZ 2 — ri' 2 

e per conseguenza il punto 31 è di egual potenza per rapporto 
ai due cerchi. Se il punto 31 sta fuori della perpendicolare 
si ha 

3ÌU 2 -+- DC 2 > o < MC* ed 3ÌD 2 -t- DC 7 * < o > MC' 2 , 

quindi BIG* — CÀ 2 < o > ÌIC 7 * — C 7 ! 7 * , 

e per conseguenza il punto 31 non è di egual potenza per 
rapporto ai due cerchi. 

Scolio I. Il luogo de’ punti di egual potenza rispetto a due 
cerchi diccsi asse di egual potenza, asse radicale, o cordale 
de’ due cerchi. 

Scolio 2. Se due cerchi sono tangenti , il loro asse di 
egual potenza è la tangente nel punto comune. Se due cer- 
chi si tagliano il loro asse di egual potenza , è la retta che 
passa pei loro punti d’ intersezione. Se due cerchi sono con- 
centrici non hanno asse di egual potenza , o meglio lo hanno 
ad una distanza infinita. 

Scolio 3. Le tangenti condotte a due cerchi da un punto 
del loro assc^di egual potenza , sono eguali tra loro. 
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PROPOSIZIONE XXXVII. 

TEORESI. 

Gli assi di agitai potenza di tre cerchi , considerali a due 
a dite, i cui centri non sono in linea retta, concorrono iti 
uno stesso punto. 

Siano 0,0' ed 0" i ccnlri de’ Ire carelli ( fìg . 106), A"B" 
l’asse di egual potenza de’ cerchi 0 ed 0', ed A'B' l asscdi 
cgual potenza de’ cerchi 0 ed 0" : siccome queste rette sono 
perpendicolari ad 00' ed 00" , che non stanno per dritto , 
s’ incontreranno in un punto il , il quale sarà per conseguenza 
di cgual potenza per rapporto ai cerchi 0' cd 0" , c si tro- 
verà perciò sul loro asse di egual potenza. 

11 punto M dicesi centro di egual potenza o centro radi- 
cale de’ tre cerchi 0,0', 0". 

Scolio. La precedente proprietà fornisce un metodo sem- 
plicissimo per la costruzione dell'asse di cgual ^potenza di 
due corchi 0 ed 0' (fìg. 161). 

Si descriva un cerchio 0" che tagli i due dati cerchi ; si 
tirino le corde comuni AB , CI), e dal loro punto d’incontro 
BI si abbassi la perpendicolare ME alla centrale 00', sarà ME 
l’ asse di cgual potenza de’ cerchi 0 , 0'. 

TROPOSIZIONE XXXVIII. 



TEOREMA. 

Se due cerchi 0,0' (fig. 168) sono tangenti entrambi inter- 
namente o entrambi es ternamente ad uno stesso cerchio 0", 
l'asse di egual potenza de’ due primi è, per rapjiorto ad 
uno qualunque de’ punti di contatto A o A' preso come cen- 
tro di similitudine , omologo della polare del centro di si- 
militudine diretta de’ due primi cerchi rispetto al cerchio 0, 
o al cerchio 0'. Se i due cerchi primitivi sono tangenti uno 
esternamente c V altro internamente al terzo cerchio, il cen- 
tro di similitudine inversa dev essere sostituito al centro di 
similitudine diretta. 

1.° f due punti di contatto A cd A' de’ sistemi 0,0''ed0',0" 
sono in linea retta col centro C di similitudine diretta dal si- 
stema 0 , 0' (Lib. J. Prop. 9 .) , perciò se pei punti A ed A' 
si conduce una retta , questa passerà pel punto C , e deter- 
minerà sui cerchi 0 cd 0' due altri punti a , a'. Dai punii 
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o,A si conducano le tangenti al cerchio 0 e dai punti A '.a' 
le tangenti al cerchio 0' ; le prime determineranno un punto 
B della polare di C per rapporto al cerchio 0 , le seconde , 
un punto B' della polare di C per rapporto al cerchio 0', e 
le tangenti AB , A'B' , un punto M dell’ asse di egual potenza 
de’ due cerchi 0 ed 0'. Le rette BP , B'P' , MD condotte dai 
punti B , lt' ed SI perpendicolarmente alla centrale 00', sono 
rispettivamente, la polare di C per rapporto ad 0, la polare 
di C per rapporto ad 0' , c l’asse di egual potenza de’ccrchi 

0 ed 0'. Essendo A il centro di similitudine inversa de’ cer- 
chi 0 ed 0", i punii a . A' sono omologhi, c per conseguenza 
anche le tangenti aB , A'SI per essi condotte ai cerchi 0,0”. 

1 punti B,J1 determinali dall’intersezione della retta BASI con 
le tangenti aB , A'SI sono pure omologhi , e poiché le rette 
BP , S1D sono parallele , esse sono omologhe per rapporto al 
punto A. Si dimostrerebbe similmente clic MD c B'P' sono 
omologhe per rapporto ad A'. 

Pel secondo caso simile ragionamento. 

Scolio. La dimostrata proprietà ha fallo dare il nome di 
disomologa all’ asse di egual potenza. 

PROPOSIZIONE XXXIX. 

TEOREMA. 

Se tre cerchi sono tangenti nello stesso modo ad un quarto, 
il centro di egual potenza de primi tre ed il punto di con- 
tatto del quarto con uno qualunque de' primi tre, sono in 
linea retta col polo deli asse di similitudine diretta dei tre 
primi per rapporto a quest' ultimo. Se i Ire primi cerchi 
sono tangenti non nello stesso modo al quarto , bisogna al- 
i asse di similitudine diretta sostituire l’asse di similitudine 
inversa che passa pel emiro di similitudine diretta de’ due 
cerchi che toccano il quarto nello s lesso modo. 

m- 

Siano 0,0', 0'' (Jìg. 169) tre cerchi, ed 0'" qn quarto lan- 
genlc ad essi nello stesso modo ne’punli D,D',D", c siano 
C.C'.C" i centri di similitudine diretta de’ tre sistemi 0' cd 0", 
O cd 0" , 0 ed 0' , e per conseguenza CC'C" 1’ asse di simi- 
litudine diretta de’ Ire cerchi 0,0', 0", c sia inoltre G il cen- 
tro di egual potenza de’ primi tre. GII" l’assedi egual potenza 
de’ cerchi 0 ed 0' , Gli' l’ asse di egual potenza de’ cerchi 
0 ed 0" , AB la polare di C' ed ah la polare di C" per rap- 
porto al cerchio 0 , e per conseguenza P il polo di CC' per 
rapporto allo stesso cerchio , dico clic i Ire punii P,D.G sono 
in linea retta. 
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Di fatto, AB è omologa a CU' ed ab b omologa a GH" per 
rapporto al punto D preso come centro di similitudine , quindi 
il punto P d' intersezione di AB ed ab è omologo al punto G 
d' intersezione di Gli' e Gir , e per conseguenza i tre punti 
P . D , G sono in linea retta. 

II secondo caso non presenta alcuna difficoltà. 

Scotio. Mediante questo Teorema possiamo ridurre il pro- 
blema : Descrivere un cerchio tangente a tre altri i cui centri 
non siano in linea retta, all' altro: Per tre punti non in 
linea retta l'ar passare una circonferenza di cerchio. 

PROBLEMA i. 

Siano a,b,c,d, ( fig. 170) quattro punti situati sopra ima 
retta , ed a',b',c', tre punti situati sopra una seconda retta, 
determinare su questa un quarto punto d' tale , che il r a im- 
porlo anurmonico de punti a'b'c'd' , sia eguale al corrispon- 
denle de' punti a,b,c,d. 

Dal punto a' si conduca una retta a'M che faccia con a'c' 
un angolo qualunque, c si segnino su di essa i punti b".d',d " 
in modo che a'b " , a'c" , a'd" siano rispettivamente eguali ad 
ab , ac, aci; si tirino le rette b'b" c c'c", e si congiunga il 
loro punto di concorso 0 col punto di' ; il punto d'incontro 
d' della Od" con a'c' sarà il punto cercato (Drop. 8 Corott.) 

Scolio. Esaminare il caso in cui b'b" è parallela a c'c". 

PROBLEMA 2. 

Sia OABCD un fascio di quattro rette (fig. 17 f) ed O'A'B'C' 
un fascio di tre rette , determinare il quarto raggio O'D' del 
secondo fascio in modo che il rapporto anarmanico del fa- 
scio 0' sia eguale al corrispondente del fascio 0. 

Dal punto 0" preso sut raggio O'A' si conducano le 'rette 
0"B" , 0"C", 0"D" in modo che gli angoli 0'0"B".0'0"C",0'0"D", 
siano, rispettivamente eguali ad AOB , AOC , AOD , e sia b il 
punto d’incontro di O'B' ed 0"B", e c il punto d’incontro 
di O'C' ed 0"C" ; si congiunga bc, c si prolunghi finché in- 
contri 0"D" in d la O'd sarà la retta richiesta. 

Scolio. Esaminare i casi: 

1 . ° La retta O'C' è parallela ad 0"C". 

2. ° La bc è parallela ad 0"D". 
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PROBLEMA 3. 

Costruire il quarto armonico a tre punti dati. 

Supponiamo che si traiti di determinare il conjugato armo- 
nico di b per rapporlo ad a e e. 

1. ° Il punto b è situato tra a e e (fig. 1 72). 

Si congiunga un punto qualunque A coi punti a.b.c, e 
dai punti a o e si tirino due rette aT> . cE che passino per 
uno stesso punto 0 della A b ; si tiri ED e si prolunghi finché 
incontri la ac in d , questo sarà il punto cercalo. 

2. ® 11 punto b è situato da una stessa parte di a e e (fig.1 73). 
Si congiungano i punti a e e con un punto qualunque A; 

si tiri la trasversale bDE ; si tirino aD e cE , e si congiunga 
AO , il punto d d' incontro di AO con ac è il punto cercalo. 

PROBLEMA 4 . 

Essendo dati Ire raggi di un fascio armonico, costruire 
il quarto. 

Dopo il precedente non presenta alcuna difficoltà. 
PROBLEMA 5. 



Dividere una data retta armonicamente in un dato rap- 
porto m : n. 



Dagli estremi A e B della data retta AB , ( fig . Ili ) si con- 
ducano due parallele e su di esse si prendano AF, = m , 
BF = BF' = n ; si congiungano EF , EF' ; i punti D , C in cui 
qncsle rette incontrano la AB , la dividono armonicamente nel 
dato rapporlo. 

Di fatto , 

CA : CB = AE : BF' = m : n , 
DA:DB=AE:BF = m:n; 
dunque CA : CB = DA : DB. 

PROBLEMA C. 



Costruire : 1.° il punto centrale ; 2.® il sesto punto d’ un 
sistema in involuzione. 



Facile 



1. ® Prop. 17. 

2. ® Probi. 1. 
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PROBLEMA 7. 

Costruire il polo di una retta e la polare di un punto ri- 
spetto ad un cerchio. 

Per determinare il polo della retta AF rispetto al cerchio 'O 
(fig. 133 c 131) si conduca il diametro CA perpendicolare ad 
AF, e si cerchi il conjugato armonico B di A per rapporto ai 
punti C,C' ; B sarà il polo richiesto. 

2.° per determinare la polare di B per rispetto al cerchio 
0 si conduca il diametro CB c si cerchi il conjugato armo- 
nico A di B per rapporto ai punti C,C' ; dal punto A si con- 
duca una perpendicolare a Cli, essa sarà la polare richiesta. 
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Misura delle figure 



PROPOSIZIONE I. 

TEORESI. 

Il rapporto di due angoli AOB.A'O'B' (fig. 173) è eguale a 
quello degli archi AB , A'B' intercetti tra i loro lati , e de- 
scritti dai loro vertici 0,0' come centri , con raggi eguali. 

Supponiamo primieramente che gli archi AB , A'B' stiano 
tra loro come due numeri interi , p. e. come 7 : 4. Si divida 
P arco AB in 7 parti eguali , c si congiunga il punto 0 con 
ciascuno de’ punti di divisione m,n,p...; si divida pari- 
mente l’arco A'B' in quattro parli eguali, c si congiunga il 
centro 0' con ciascuno de’ punti di divisione to' , n' , p'. Poiché 
gli archi Ato , mn ,np . A'm' , to'»' . . . sono eguali tra loro. 
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sono pure eguali tra loro gli angoli AOm , mOn , nOp . . . , 
A'O'm' , m'O'n' ... e per conseguenza 



ang AOB 7 

ang A'O-B' 4 ! 



are AB 
are A'B' 



j; dunque 



ang AOB are AB 

ang A'O'B' are A'B' 



Supponiamo ora che gli archi AB , A'B' siano incommensura- 
bili. Si divida l’arco A'B' in n parti eguali, n essendo un numero 
intero qualunque, e supponiamo che portata a una di queste 
parti sopra AB , vi sia contenuta m volte con un resto , il 

rapporto dell’ arco AB all’arco A'B' per difetto a meno di sarà 

eguale ad ^ Se si congiunge il centro 0' coi punti di divi- 
sione dell’ arco A'B' , ed il centro 0 coi punii di divisione 
dell’arco AB, si vede facilmente che l’angolo AOB contiene 
la n* parte dell’ angolo A'O'B' m volte con un resto , onde 

- sarà pure il rapporto a meno di - per difetto dell’ angolo 

fi fi 

AOB all" angolo A'O'B'. Il numero intero n è interamente ar- 
bitrario , quindi qualunque sia il grado di approssimazione , 

11 ra PP ° rt0 ang A w è e g uale al rapporto ; per con- 

seguenza ec. . . . 

Scolio. Si dimostra similmente che nello stesso cerchio o 
in due cerchi eguali due settori stanno tra loro come i loro 
archi. 



PROPOSIZIONE II. 



TEOREMA. 

Se si prende l’angolo retto per unità degli angoli, e la 
quarta parte della circonferenza per unità degli archi, ogni 
angolo al centro ha la stessa misura dell’ arco intercedo tra 
i suoi lati (a) 

Sia ACB ( fig . 176) un angolo al centro del cerchio C. Si 



(a) Ordinariamcnle la circonferenza , qualunque sia il raggio , divisesi 
in 300 parli eguali o gradi , il grado in 00 parli eguali o minuli primi. 
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conduca il raggio CD perpendicolare a CA , avremo 

ang ACB are AH 

ang AGI) are AD ’ 

ma il primo di questi rapporti esprime la misura dell’ angolo 
ACB , ed il secondo la misura dell’ arco AB , dunque . . . 

Scolio. Questo teorema suole enunciarsi nel modo seguente: 
Ogni angolo al centro Ita per misura l'arco intercetto tra i 
suoi lati. 

Cottoti. 1. Ogni angolo iscritto ha per misura la metà del- 
l’arco intercetto tra i suoi lati. 

Coroll. 2. Ogni angolo formato da una tangente e da una 
corda ha per misura la metà dell'arco intercetto tra i suoi 
lati. 

Coroll. 3. Ogni angolo formalo da una corda e dal pro- 
lungamento di un’ altra corda, ha per misura la scmisomma 
degli archi intercetti tra i suoi lati c tra i loro prolunga- 
menti. 

Coroll. 4. Ogni angolo eccentrico ha per misura la semi- 
somma o la semidifferenza degli archi compresi tra i suoi 
lati, secondo che il vertice sta nel cerchio o fuori. 

Diccsi altezza d’ un parallelogrammo la distanza di due 
de' suoi lati paralleli , i quali prendono il nome dì basi del 
parallelogrammo. 

Dicesi ullezza d' un trapezio la disianza de’ suoi lati paral- 
leli , i quali diconsi basi del trapezio. 

PROPOSIZIONE III. 

1E0REB.U 

Due parallelogrammi che hanno la medesima base e la 
medesima altezza sono equivalenti. 

Siano ABCD , ABEF (fùg. 177 ) due parallelogrammi della 

il minuto primo in 60 parti eguali o minuti tremuli ec. I gradi , minuti 
primi e secondi s' indicano coi segni 0 , ' , Essendo dato il ninnerò dei 
gradi, minuti primi cc, contenuti in un arco, facilmente trovasi la mi-> 
stira di quest’ ureo. Supponiamo clic 1’ arco contenga 26° 43' 7", a , esso 
è eguale a 96187", 5, e siccome il quadrante , quarta parie della circon- 
ferenza , è eguale a 324000", cosi la misura di tale arco’sarà ov- 

70 ' Tunnfì 7 
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slessa base AB c della stessa altezza , dico" che essi sono 
equivalenti. 

Poiché i due parallelogrammi hanno la stessa base e la stes- 
sa altezza , le basi superiori DC , FE stanno sopra una mede- 
sima retta FC. I due triangoli BCE , ADF hanno un angolo 
eguale compreso tra lati rispettivamente eguali, e perciò sono 
eguali. Or se dal quadrilatero ABCF si toglie il triangolo BCE 
resta il parallelogrammo ABEF e se dallo stesso quadrilatero 
ABCF si toglie il triangolo ADF resta il parallelogrammo ABCD; 
dunque i due parallelogrammi ABCD , ABEF sono equivalenti. 

Coholl. Un parallelogrammo è equivalente al reltangolo che 
ha la stessa base e la stessa altezza. 

Scotio. Se due parallelogrammi equivalenti hanno eguali basi 
Avranno pure eguali altezze, (diin. ind.) 

PROPOSIZIONE IV. 



TEORESI A. 

Un triangolo è metà di un parallelogrammo che ha la 
stessa base e la sless' altezza. 

Siano ABC ed ARDE (fig.i 78) un triangolo ed un parallelo- 
grammo della stessa base e della stessa altezza , dico che il 
triangolo è metà del parallelogrammo. 

Dal punto B si conduca BF parallela ad AC c si prolunghi 
la ED finché si formi il parallelogrammo ABFC, il quale sarà 
equivalente al parallelogrammo ARDE che ha la stessa base 
c la slessa altezza. Ora il triangolo ABC è metà del paralle- 
logrammo ABFC , dunque esso é anche metà del parallelo- 
grammo ABDE. 

Coholl. l.° Un triangolo è metà del rettangolo che ha la 
stessa base c la stessa altezza. 

Coholl. 2.° Due triangoli clic hanno eguali basi ed eguali 
altezze sono equivalenti. 

Scolio Se due triangoli hanno eguali basi c sono equivalenti 
avranno eguali altezze. 

PROPOSIZIONE V. 



TEOREMA. 

Un trapezio è equivalente ad un triangolo che ha la slessa 
altezza , e per base la somma delle basi del trapezio. 
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Sia ABCD (fig. 179) un Irapeiio qualunque. Si congiunga 
il vertice D col punto G medio di CB , e si prolunghi la DE 
finché incontri la AB prolungata in F. I due triangoli DEC e 
BEF hanno il lato EC = EB per costruzione, l’angolo DEC 
eguale all’angolo BEF come opposti al vertice, e l’angolo DCE 
eguale all’ angolo EB F come alterni interni delle parallele 
DC , BF intersecate dalla BC , dunque sono eguali , e per con- 
seguenza DE = EF e DC = BF. Or se dall' intera figura 
AFECI) si toglie il triangolo DEC resta il triangolo ADF , e 
se invece si toglie il triangolo EBF , resta il trapezio ABCD ; 
dunque il triangolo ADF è equivalente al trapezio ABCD. Ora 
il triangolo ADF ha la stessa altezza del trapezio, e la base 
eguale alla somma delle basi del trapezio , dunque cc. ec. 

Scolio. La retta GE che unisce i punti medii de’ lati non 
paralleli del trapezio , è eguale alla metà di AF , ovvero alla 
semisomma delle busi del trapezio. 



PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

Due rettangoli ABCD ,EFGII (fig. 180 ) della medesima al- 
lessa stanno tra loro come le basi AB , EF. 

Supponiamo primieramente che le basi siano commensura- 
bili , e per fissare le idee stia AB ad EF come 5 : 3. Si di- 
vida la base AB in cinque parli eguali , e la base EF in tre; 
sarà ciascuna delle parli di AB eguale a ciascuna delle parti 
di EF. Dai punti di divisione si elevino le perpendicolari allo 
basi , il primo rettangolo resterà diviso in 5 parli ed il se- 
condo in 3 , tutte eguali tra loro , per conseguenza 

ABCD 5 AB 5 

ÉFGH = 3 5 ma EF = 3 5 dUn 4 Ue 

ABCD _ AB 
EFGH — EF' 

II caso in cui le basi sono incommensurabili non presenta 
alcuna difficoltà ( V. Lib. 3. Prop. 3. e Lib. 4. Prop. 1.) 

Coroil. 1. Due parallelogrammi della medesima altezza stan- 
no tra loro come le basi. 

Coroil. 2. Due triangoli della medesima altezza stanno tra 
loro come le basi. 
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TEOREMA 

Due rettangoli qualunque stanno tra loro come i prodotti 
delle basi per le rispettive altezze. 

Siano R cd R' due rettangoli , b e 6' le loro basi , a ed a' 
le loro altezze. Si costruisca un rettangolo R" la cui base sia 
eguale a 6 e l'allezza eguale ad a' , avremo 

R _ a fe_ 

Tv< a' ’ 6' b' ’ 

onde moltiplicando fra loro queste eguaglianze , 

R ab 

ir av 



Il rapporto della estensione di una figura superficiale a quel- 
la dell’unità superficiale , dicesi area della figura 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA 

V area di un rettangolo è eguale al prodotto della sua ba- 
se per l’altezza , se si prende per unità superficiale il qua- 
drato costrutto sull’unità lineare. 

Sia R un rettangolo , 6 ed o i numeri che rappresentano la 
base e 1’ altezza , e Q il quadrato costrutto sull'unità lineare , 

P 

avremo — = aX& , onde ecc. 

Coroll. 1. L'area del parallelogrammo è eguale al prodotto 
della base per l’altezza. 

Co no li. 2. L'area del triangolo è eguale al prodotto della 
base per la metà dell' altezza (a). 

Coroll. 3. L’area del trapezio è eguale al prodotto dell'al- 
tezza per la semisomma delle basi ; oppure ò eguale al pro- 

(<0 L’area del triangolo che ha per lati a , b e c è espressa da 
\s/ (<4fr+c) (afà-c) (afcb) (6i.c-a), o da V' p ( p-„) ( p-b ) (p-c), ie in- 
dichiamo con p il semiperimetro. 
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dotto (Idra sua altezza per la congiungenlc de' punii medii 
de' lati concorrenti. 

Coholl. i. L’ area d’un poligono qualunque si ottiene scom- 
ponendo il poligono in triangoli , congiungendo un punto qua- 
lunque del suo piano con tulli i suoi vertici , ed addizionan- 
do tutte queste aree. Si può anche scomporre il poligono in 
triangoli e trapezii , tirando la maggiore delle sue diagonali, 
ed abbassando dui rimanenti vertici , le perpendicolari su di 
essa. 

Coiioli. .7. L’area d’un poligono circoscritto ad un cerchio, 
è eguale al prodotto del semiperimetro del poligono pel rag- 
gio del cerchio, (a) 

Scolio. Poiché l’area d’un rettangolo è rappresentala dal 
prodotto della base per l'altezza, e l'area d'un quadrato, dal 
quadrato aritmetico del suo lato , potremo a talune proposi- 
zioni dare un’ altra intcrpelrazionc , sostituendo ai prodotti e 
quadrati di rette , le superficie de’ rettangoli e quadrati che 
esse rappresentano. Non sarà inutile dare le dimostrazioni di 
taluni di questi teoremi fatte col paragone immediato delle 
superficie. 

I. Teoiie.ua. Se una reUa si divide comunque in due parli, 
il quadrato dell' intera retta conterrà il quadrato della prima 
parte , il quadralo della seconda parte , e due volte il ret- 
tangolo che ha per lati addiacenti queste medesime parli. 

Sia AB ([ì g. ISI) una retta comunque divisa in G, dico che 
il quadralo costruito sopra AB conterrà i! quadralo costrutto 
sopra AG , più il quadrato costrutto sopra BC , più due volte 
il rettangolo che ha per lati AG c CB. 

Sulla retta AB si costruisca il quadralo ABDE ; si prenda 
AF = AC e si conducano FG parallela ad AB, e CII paral- 

(<») Indicando con r il raggio del cerchio iscritto in un triangolo i cui 
Ire lati sono a , b c c , e supponendo a -J- 6 -J- c = 2j > , avremo 

r = J { e—") ' i'—b) (;■— c) 

' p 

Indicando con r’ , r” , r’” i raggi de’ tre cerchi ex iscritti allo stesso 
triangolo , tangenti eternamente ai tali a , b , c , avremo 

r’— \! p(p— b ) (l>— ri r" — J VP—' 1 ) ( p— ri p"'=. fl'(p— a>(p— b) 
V p—a V p—b V p —c 

Palle precedenti forinole ricavasi rr'r'Y" = p(p — a) (p — 6) (p — c), 
ijmnili : Il prodotto ilei roggio del cerchio iterino in un triangolo e dei 
raggi de' cachi ex-iscritti è eguale ut quadrato deli urea del triangolo. 
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leln ad AE : la lìfrura ARDE rimarrà divisa nelle quattro ACIF, 
IGDII , CUOI ed F1IIE. La prima ACIF ha gli angoli retti ed 
i Iati addiacenti AC ed AF eguali , è perciò un quadrato: il 
quadrato di AC. La seconda 1GDH ha egualmente gli angoli 
retti ed i Iati addiacenti IG ed 111 eguali , perchè rispettiva- 
mente eguali a CB ed FE, che sono eguali tra loro , dunque 
è un quadralo: il quadralo di Clt. Ciascuna delle due rima- 
nenti è un rettangolo i cui lati addiacenti sono eguali ad AC 
ed a CB , dunque 

Coroll. Il quadrato di una retta è eguale a quattro volle 
il quadrato della sua metà. 

2. Teorema. Se una retta è la differenza di due altre , il 
quadralo costrutto sopra di essa è equivalente alla somma 
de' quadrali fatti sulle suddette relle , meno due volle il rei-, 
langolo delle medesime. 

Sia la retta AB ( fig. 182 ) eguale alla differenza delle due 
rette AC , BC , dico clic il quadralo fallo sopra AB è equiva- 
lente alla somma de’ quadrati fatti sopra AC e sopra BC, meno 
due volte il rettangolo di AC c BC. 

Sulla retta AC si costruisca il quadrato ACEF; si premia 
AE— AB, e si conducano Eli parallela ad AC, e BG parallela 
ad AF: si costruisca il quadralo E FUI. Poiché i due an- 
goli in F sono retti , HF ed FG sono in linea retta , e sicco- 
me I1F = FE = BC . ed FG = AB , sarà IIF •+• FG = AB-t-BC. 
ovvero IIG = AC ; di più III = BC ; dunque il rettangolo IDGII 
è eguale al rettangolo di AC c BC. Similmente il rettangolo 
BCEG è eguale al rettangolo di AC c BC. Or se dall'intera fi- 
gura ACEIIIE , che è la somma de’ quadrali- di AC e BC , si 
tolgono i due rettangoli BCEG , IDGH , resta ABDE quadralo di 
AB ; dunque . . 

•t. Teorema. Il rettangolo che ha per lati la somma e la 
differenza di due rette è eguale alla differenza de ' quadrali 
fatti sulle medesime rette. 

Siano AB c BC (fìg. 18.1) due rette, e sia BI) == BC , AC 
sarà la somma ed AD la differenza di queste rette : or io dico 
che il rettangolo di AC ed AD è eguale alla differenza de’ qua- 
drali di AB e di BC. 

Sulla retta AB si costruisca il quadralo ABEF , si prenda 
AG == AI) ; si conduca GL parallela ad AC ; e dai punti I) e 
C si conducano DI c CL parallele ad AF. I due rettangoli 
BCLH . GKIF sono entrambi eguali al rettangolo di AD c DB , 
e perciò sono eguali tra loro ; ed aggiungendo di comune il 
rettangolo ABI1G , avremo che ACLG è equivalente alla figura 
ABIIK1F , che è la differenza de’ quadrali ABEF c KHEI ov- 
vero la differenza de’ quadrati di AB c di BC. 

4. Lemma. Se i due lati, di lunghezza finita, di un an- 
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fjolo si projptta.no V uno sull' altro , il rettangolo clic ha per 
base uno eie' lati e per altezza la projezione del secomlo, è 
equivalente al rettangolo che ha per base il secondo lato e 
per altezza la projezione del primo. 

Se dagli estremi A c C (fig. 181) de' lati BA e BC dell’an- 
golo ABC si abbassano le perpendicolari AD e CE ai lati BC 
e BA , il rettangolo che ha per lati BC e BD è equivalente al 
rettangolo che ha per lati BA c BE. 

Dal punto B si elevi BG perpendicolare ed eguale a BC , 
e B1 perpendicolare ed eguale a BA , dal punto G si con- 
duca GF parallela a BC e si prolunghi la AD finché la in- 
contri in F ; dal punto I si conduca III parallela a BA e si 
prolunghi la CE finché la incontri in H : trattasi di dimostra- 
re che i due rettangoli BDFG , BEH! sono equivalenti. 

Si tirino le diagonali AG . 1C. I due triangoli IBC ed ABG 
sono eguali perché hanno l’ angolo IBC — ABG , ciascuno es- 
sendo formalo da un angolo retto e dall’angolo ABC, e di più 
i lati IB e BC sono rispettivamente eguali ai lati AB e BG. 
Ora il triangolo IBC è la metà del rettangolo IBEH clic ha la 
stessa base e la stessa alleila ; il triangolo ABG e parimente 
la metà del rettangolo BGFI) che ha la stessa base e la stessa 
alle 7 . 7 .a ; dunque i due rettangoli IBEH , BGFD sono equivalenti. 

Coroil. 1 . In un triangolo rettangolo il quadrato costrutto 
sopra un cateto è equivalente al rettangolo che ha per lati 
l’ ipotenusa e la projeiionc dello stesso calcio sull' ipotenusa. 

Coroil. 2. In un triangolo rettangolo il quadralo d’ un ca- 
teto sta a quello dell’ ipotenusa come la projezione del cateto 
sull’ ipotcnusa sta all’ ipotenusa. 

Coroll. 3. In un triangolo rettangolo i quadrali de’ cateti 
stanno tra loro come le projezioni de’ medesimi cateti sull'i- 
polenusa. 

S. Teorema. Il quadralo costrutto sull' ipotenusa di un trian- 
golo rettangolo è eguale alla somma de’ quadrati costruiti 
sui cateti. 

Sia ABC ( fig. 18S) un triangolo rettangolo in A. dico che 
il quadralo costruito sull’ ipotenusa BC è eguale alla somma 
de' quadrati costrutti sui cateti AB , AC. 

1. Dimostrazione — Sui lati del triangolo si costruiscano 
i quadrali BCED , ACFG , AB1H , c dal punto A si abbassi AJI 
perpendicolare a BC e si prolunghi finché incontri DE in N. 
Il rettangolo BMND è equivalente al quadralo ABIII , ( Co- 
roll. 1. del prec. Lemma ) il rettangolo MCEN è equivalente al 
quadralo ACFG , dunque la somma de' due rettangoli BMND , 
CMNE ovvero il quadralo BCED è eguale alla somma de’ duo 
quadrali ACFG , ABJII. 

2. Dim. Sui lati DC , CA , AB ( fig. 186 ) si costruiscano i 
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quadrati BCED , ACFG , ABITI ; sul Iato AH si formi il qua- 
dralo ALKH ; si prenda CM = AB c si compia il rettangolo 
CMXF;si prolunghi KL finche inconlri la M.V in 0; si tirinole 
diagonali MF , KM. Facilmente si scorge che i quattro triangoli 
rettangoli MCF, M.\F, J1HK, RMO sono eguali Ira loro ed eguali 
al triangolo ABC. 11 quadrilatero LONG ha gli angoli retti a 
ciascuno de’ lati eguale ad AG — AB , dunque esso ò eguale al 
quadralo della differenza di AG ed Alt. Dai vertici C e D si 
tirino le rette GII o DP parallele ad AB , o dai vertici E e 15, 
le rette ES c BQ parallele ad AG. I triangoli rettangoli BCQ , 
CHE , ESD , DPI! sono eguali fra loro ed eguali al triangolo 
ABC, ed il quadrilatero PQBS ha gli angoli retti , e ciascuno 
de' Iati eguale ad YC — AB , quindi è il quadralo della diffe- 
renza di AC ed AB. Il quadrato BCED e la figura CFGLKH 
sono composte di parti rispettivamente eguali , dunque sono 
eguali ; ma AIIlvL è eguale ad ABITI ; per conseguenza il qua- 
drato dell’ ipotcnusa 1!C è eguale alla somma de' quadrali dei 
cateti AB , AG. 

3. Dim. Sui tre lati BG , AC , AB ( fig. 18 7) si formino i 
quadrali BCED , ACFG , Afilli ; si prolunghino IB ed FC fino 
al loro incontro in 0 ed HI ed FG fino al loro incontro in R 
c si congiunga AK. Il quadrilatero IOFK . come facilmente può 
vedersi , è il quadralo della somma di AB ed AG. Si prolun- 
ghi AC di una quantità CL=AB ; si congiunga LE , e si pro- 
lunghi di una quantità EM=AB ; si congiunga MI) , e si pro- 
lunghi finché inconlri in N la AB prolungala. ALMN ò eguale 
al quadralo della somma di AC ed AB , c per conseguenza 
eguale a KIOF. 

È facile vedere che OFRI comprende il quadrato di AC, il 
quadralo di AB e quattro triangoli eguali ad ABC ; AI.MN com- 
prende il quadralo di BC più quattro triangoli eguali ad ABC, 
dunque il quadralo di BC è eguale alla somma de' quadrati 
di AB c di AC. 

G. Trnntjii. Se dal vertice dell'angolo rollo d'un trian- 
golo rettangolo si abbassa la perpendicolare sull' ipotenusa , 
il quadrato di questa perpendicolare è equivalente al ret- 
tangolo de' segmenti dell' ipotenusa. 

So dal vertice A dell’ angolo retto d* un triangolo rettangolo 
ABC (fig. 188), si abbassa la perpendicolare AM sull’ ipotc- 
nusa , il quadralo di questa retta è equivalente al rettangolo 
de’ segmenti BM , MC dell’ ipotenusa. 

Sul lato All si formi il quadralo ABIII , c si costruisca il 
rettangolo BMND, il cui Iato BD sia eguale a BC, dico che sarà il 
quadrato equivalente al rcUangolo. Si prenda BP — MC e si 
tiri PQ parallela a BM ; il rettangolo BMND verrà diviso in 
due parti , cioè BMQP , che è il rettangolo di BM ed MC , e 

1G 
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POND, che è eguale al quadralo di BM. Il rettangolo BMQP è 
eguale al rettangolo BMND meno il quadrato di BM ; ina nel 
triangolo rettangolo ABK , il quadrato di AM ò eguale al qua- 
drato di AB meno il quadralo di BM ; dunque il quadralo di 
A 31 è equivalente al rettangolo BMQP , ovvero al rettangolo 
di BM ed MC. 

7. Teorima. In ogni triangolo il quadralo del lato opposto 
ad un angolo acuto è eguale alla somma de’ quadrati degli 
altri due lati , meno due volle il rettangolo che ha per basa 
uno di questi lati c per altezza la proiezione dell'altro su 
di esso,. 

Sui lati BC , AC , AB del triangolo ABC , che ha l'angolo in 
A acuto , si costruiscano i quadrati BCED , ACFG , A BUI (fig. 
189 e 190) e dai vertici A. B, C si abbassino le perpendico- 
lari sui lati opposti BC , AC , AB c si prolunghino fino all'in- 
contro de' lati DE , GF , III. Vi possono essere due casi. 

1. Caso. La perpendicolare AM cada dentro del triangolo 
(fig. 189). Il rettangolo BMNI) è equivalente al rettangolo 
PBÌQ , ovvero al quadralo di AB meno il rettangolo APQII ; 
il rettangolo CMXE è equivalente al rettangolo CKLF, ovvero 
al quadrato di AC meno il rctlangulo AKLG , dunque il qua- 
drato di BC , somma de' due rettangoli BMND e CMNE , è eguale 
alla somma de’ quadrali di AB e di AC meno i due rettangoli 
APQII , AKLG. Or questi due rettangoli sono rispettivamente 
quello di AB e della projezionc di AC sopra AB , e quello di 
AC e della projezionc di AB sopra AC, dunque .... 

2. Caso. La perpendicolare All cada fuori del triangolo ABC 
(fig. 100). 

Il rettangolo MCEN è equivalente al rettangolo CFLK , ov- 
vero al quadrato di AC meno il rettangolo AKLG; il ieUan- 
golo MBDN A equivalente al rettangolo BPQI , ovvero al ret- 
tangolo APQH meno il quadralo di AB . dunque il quadralo 
di BC , differenza de’ due rettangoli MCEN ed MBDN e eguale 
al quadralo di AC piu il quadralo di AB meno i due rettan- 
goli AKLG , APQH 

8. Teorema. In ogni triangolo ottusangolo il quadrato del 
lato opposto all'angolo ottuso è eguale alla somma de' qua- 
drati degli altri due lati . più due volle il rettangolo che ha 
per base uno di questi lati e per altezza la proiezione del- 
T altro su di esso. 

Sia ABC (fig. 191 ) un triangolo che abbia l'angolo A ottu- 
so , dico che il quadralo di BC ò quanto il quadrato di AB 
più il quadralo di AC più due volle il rettangolo che ha per 
base uno de’ Iati AB dell’ angolo A e per altezza la projezionc 
dell’altro lato AC sopra AB. 

Sui lati BC , AC , AB si costruiscano i quadrali BCED , ACFG, 
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’ABIII e dai vertici A , B , C si abbassino le perpendicolari sui 
lati opposti BC , AC , AB , e si prolunghino Ano all' incontro 
de' lati DE , GF , III. La perpendicolare AM cadrà dentro del 
triangolo ABC , e le perpendicolari BK e CP , fuori. Si com- 
pletino i rettangoli APQH , AGLK, 1 quali saranno equiva- 
lenti. (vedi n. 4 ) 

Il rettangolo BMND è equivalente al rettangolo BPQI , ov- 
vero al quadrato di AB più il rettangolo di AB e della proje- 
zionc di AC sopra AB ; il rettangolo MCE.\ è equivalente al 
rettangolo CFLK , ovvero al quadralo di AC più il rettangolo 
di AC e della proiezione di AB sopra AC ; quindi il quadralo 
di BC , somma de' due rettangoli BMN’D ed MCE.V è quanto il 
quadralo di AB , più il quadralo di AC , più due volle il ret- 
tangolo di AB e della projezione di AC sopra AB. 



PROPOSIZIONE IX. 



TEOBEVA 



Due triangoli che hanno un angolo eguale stanno tra loro 
come i prodotti de’ lati che comprendono questi angoli. 



Siano ABC e DEF (fig. 192) due triangoli che abbiano l’an- 
golo B eguale all'angolo E. Si abbassino AG e DII rispettiva- 
mente perpendicolari a BC ed EF ; i due triangoli ABG , DEH 
saranno simili , e si avrà la proporzione 
AG : DII = AB : DE , 
la quale moltiplicata per l'altra 



dà 



ovvero 



-|-BC: -i EF=BC: EF, 

4-AGXBC: -^-DIIXEF = ABXBC : DEXEF, 
ABC : DEF = ABXBC : DEXEF 



Cottoli. 1. Due triangoli che hanno un angolo eguale com- 
preso tra lati reciprocamente proporzionali sono equivalenti. 

Cottoli. 2. Due parallelogrammi equiangoli stanno tra loro 
come i prodotti de' due lati addiacciai. 
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PROPOSIZIONE X. 



TEORESA 



Due triangoli simili stanno tra loro come t quadrati de’ 
loro lati omologhi. 



Di fallo, siano ABC , A'B'C' (fig. 193) due triangoli slmili, 
essi daranuo la proporzione 

AB : A'B' = AC : A'C' , 
che molliplicata per la proporzione identica 



dà 



AC : A'C' — AC : A'C' , 



ABXAC : A'B'XA'C' = AC* : A'C'* ; 
ma pel teorema precedente 

ABC : A'B'C' = ABXAC : A'B'XA'C'; 

dunque 

ABC : A'B'C' == ÀC* : aX 7 *. 



PROPOSIZIONE XI. 



TEOREJI.4. 

I contorni o perimetri di due poligoni simili stanno tra 
loro come i lati omologhi . e le loro superficie slatino tra loro 
come i quadrati de’ medesimi lati. 

Di fallo, poiché i poligoni ABCDE , À'B'C'D'E' (fig. IH) sono 
simili , si ha 

AB BC CD DE EA 
A'B' ~ B'C' — C'D' ~ WE' “"E 7 !' ’ 



c per conseguenza 

AB + BC -4- CD -4- DE -4- EA AB 
A'B'H-B'C'+C'D'-hD'E'-f-E'À 7 ~ X'B^ 

Per dimostrare la seconda parte , tiriamo le diagonali AC , 
AD , A'C' , A'1)' ; i due poligoni verranno divisi in uno slesso 
numero di triangoli simili, i due triangoli simili ABC , A'B'C' 
danno la proporzione 

ABC : A'B'C' = ÀC* : .VC 5 * ; 
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i due triangoli simili ACD , A'C'D' danno 

ACD : A'C'D' = AG* : JVC' 5 = AD* : A'D'* ; 
cd i due triangoli simili ADE , A'D'E' , 

ADE : A'D'E' = AD* : -VD' 1 ; . 

dunque 

ABC': A'B'C'= ACD : A'C'D' = ADE : A'D'E' ; 

onde 

ARC-t-ACD-t-ADE : A'B'C'-hA'C'D'-kVD’E' = ABC : A'B'C', 
ovvero 

ABCDE : A'B'C'D'E' = ABC : A'B’C' ; 
ma 

ABC: A'B'C' = AB* : *A?Ì{'* ; 
per conseguenza 

ABCDE : A'B'C'D'E' = AB* : Fu'* = ... 

Conon. Se sopra i Ire lati d’un triangolo rettangolo , come 
lati omologhi , si costruiscono tre poligoni simili , quello co- 
strutto sull’ ipotcnusa è equivalente alla somma degli altri due. 

PROPOSIZIONE XII. 

TEORESI. 

I contorni di due poligoni regolari d' uno stesso numero 
di luti stanno tra loro come i raggi de’ cerchi iscritti ( apo- 
lemi), ed anche come i raggi de’ cerchi circoscritti; c le 
superficie stanno tra loro come i quadrati de' medesimi raggi. 

Siano AB cd ab ( fig. 19S ) due lati omologhi di due poli- 
goni regolari dello stesso numero di Iati , C c c i centri di 
questi due poligoni ; se conduciamo CA , CB . ca , eh , e Io 
perpendicolari CD e cd alle rette AB , «6 , avremo i triangoli 
ABC , abe equiangoli c quindi simili , al pari de’ triangoli ACD , 
a cd , c per conseguenza 

AB : ab — CA : ca — CD : cd. 

Ora il contorno del primo poligono sta a quello del secon- 
do come AB : ab ; quindi gli stessi contorni stanno tra loro 
pure come i raggi de’ cerchi iscritti , c come i raggi de’ cer- 
chi circoscritti. 

Poiché le superficie de’ due poligoni stanno tra loro come 
Ad* : ab 2 , c questo rapporto è eguale a ciascuno de’ rapporti 



Digìtized by Google 




126 



PLAM31ETHM 



AG 1 : ac 2 , CU 1 : cd*, le superficie de’ due poligoni siano» Ira- 
loro come i quadrali de’ raggi de’ cerchi iscritti , e come i 
quadrati de' raggi de’ cerchi circoscritti. 

Una curva dicesi convessa quando è posta tutta da una 
stessa parte per rapporto a ciascuna sua tangente. 

Una linea convessa non può essere incontrala da una ret- 
ta in più di due punti ( facile ) 

PROPOSIZIONE xin. 

TROREIA 

Ogni linea poligonale o curva AMF (fìg. 196, 197 ) che in- 
viluppa da un estremo alV altro una linea convessa ADE , è 
maggiore della lùtea inviluppata. 

Supponiamo primieramente che la linea Inviluppata ABCDEF 
(fìg. 196) sia poligonale — Prolungando il lato AB in G , si 
avrà AG < ALG ; onde . aggiungendo di comune GOF , AGOF 
< ALGOF. Prolungando il lato BG in H , si avrà B1I<BGMH; 
ondo aggiungendo di comune AB ed IIOF , ABHOF < AGOF ; 
e quindi con più ragione ABHOF < ALGOF. In sfinii modo si 
proverebbe che ABCIOF < ALGOF . che ABCDKF < ALGOF , 
e finalmente che ABCDEF < ALGOF. 

In secondo luogo sia ADF una linea curva (fìg. 197). Dal 
punto D si conduca la tangente GII terminala alla linea AMF, 
si avrà GU<GMII ; c per conseguenza AGIIF < AGJ1HF. 

Si conduca dal punto C la langenle IK ; si avrà A1KIIF < 
AGIIF, c quindi a più forte ragioue AIK1IF < AGMHF. Conti- 
nuando nello stesso modo , avremo linee elio andranno de- 
crescendo a misura che aumenteranno i punti che esse avran- 
no di comune colla curva ADF , vale a dire a misura che 
esse tenderanno a confondersi con ADF ; e quindi sarà lecito 
conchiudere che ADF AMF. 

Scolio. La dimostrazione non varierebbe nel caso che l’una 
delle due linee inviluppasse l’altra da tutte le parli, (fi g. 196) 

Coroll. La lunghezza d’ una circonferenza è minore di 
quella del perimetro di un poligono ad essa circoscritto , ed 
è maggiore di quella del perimetro di un poligono ad essa 
iscritto . 

Allorché i valori successivi d’una quantità variabile si av- 
vicinano indefinitamente ad una quantità costante, in modo da 
poterne differire per una quantità piccola quanto si voglia , 
la quantità costante dicesi il limite de’ valori della variabile. 
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TEORESA 

La circonferenza è il limile de’ perimetri de’ poligoni re- 
golari iscritti e circoscritti, ed il cerchio è U limile delle loro 
superficie. 

Sia AB [( fig. 210 ) il Iato d' un poligono regolare di n Iati 
iscritto nel cerchio C , ed EP parallela ad AB , il lato del po- 
ligono regolare simile circoscritto. Conduciamo il raggio del 
punto di contatto M, ed indichiamo con p e P i perimetri, 
e con a ed A le aree de* due poligoni , avremo 

P : p = CM : CD , A‘: a = CM» : CD* ; 

d’ onde 

P— p : P = DM : CM , A— a : A= DB* : CM* ; 



e per conseguenza 



P-P = 



PXDÌI 

CM 



A— o = 



A)(l)B* 

ai* 



Supponiamo ora che n cresca indefinilivamente prendendo 
de* valori tali , che ciascuno sia doppio del precedente , evi- 
dentemente P ed A diminuiranno ; c siccome CM 6 costan- 
te , e tanto DM quanto DB sono sempre minori della cor- 
da MB , la quale crescendo n può diventare piccola quanto 
ci piace , anche le quantità P— p ed A — a , crescendo n , 
potranno diventare piccole quanto ci piace. Ma la circonfe- 
renza è sempre compresa tra i perimetri , e 1' area del cer- 
chio tra le aree de’ due poligoni iscritto e circoscritto; dun- 
que con più ragione , la differenza tra la circonferenza ed 
il perimetro di uno de’ due poligoni iscritto o circoscritto, 
e la differenza tra l'area del cerchio e l'area di uno de’ me- 
desimi poligoni , può diventare minore di qualunque quantità 
ci piace , c per conseguenza. . . . 

Principio. Se due quantità che variano simultaneamente 
restano costantemente eguali tra loro in tutti gli stali di gran- 
dezza pei quali esse passano , ed una di esse tende t erso 
un limile , l'altra tenderà o verso lo stesso limite, o verso un 
limite eguale. 
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rROPOSIZFON'E XV. 



TEOREMA. 



I.c circonferenze de' cerchi stanno tra loro come i raggi, 
c le superficie come i quadrali de' medesimi raggi. 



1) Di fallo siano C c C' due circonferenze cd R ed R' i loro 

raggi , c sia in ciascuna di esse iscrilto un poligono regolare 
di n lnli , i cui perimetri indicheremo con P e P' ; avremo 
P p' p P' 

- = — . Le quantità - e - sono eguali qualunque sia il 

valore di n ; dunque saranno pure eguali i loro limili C 

C' H ^ 

— , onde ec. 

2) Indicando con S cd S' le superficie de’ poligoni regolari 

di n lati iscritti ne’ dati cerchi , avremo ; cd indi- 

cando con A ed A' le aree de’ cerchi , potremo come prccc- 

A A' 

dcnlcmenle conchiudcrc che — = ^ . 

Coroii. Gli archi simili stanno fra loro come i raggi cd 
i settori simili, come i quadrati de medesimi raggi. 

Di fatto, siano AB cd ub (fig. 109) due archi simili, C e 
c i loro centri , avremo 

are AB : cir C = ang ACB : 4 retti , 
are ab : ciré c = ang acb : 4 retti ; 

e per conseguenza , essendo ang ACB = ang acb , 
are AB : are ab = ciré C : ciré c , 
o , poiché le circonferenze stanno come i raggi , 
are AB : are ab = C\ : ca. 



Simile dimostrazione pei settori. 

Cono li. 2. Due angoli al centro di due cerchi differenti 
stanno tra loro come i rapporti degli archi , che essi inter- 
cettano, ai raggi. 

Siano ACB , acb ( fìg. 200 ) due angoli i cui vertici siano 
situati ai centri di due cerchi C e c , dico clic 

, are AB are ab 

ang acb = — — — : . 

AC «e 

Col punto C come centro c con raggio eguale a ca si de- 
scriva una circonferenza clic tagli i lati CA , CB in A' , B' , si 
avrà 

ang ACB : ang. acb = are A'B' : are ab 
__ are A'B' are ab 
CA' ca 



ang ACB 
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ma 



are A’B' 
CA’ 



are AB 

~CA _ 



ang ACB : ang acb = 



, dunquo 

are AB are ab 
CA e a 



Q 

Scotio. Poiché il rapporto rf ò costante , sarà anche costan- 
c R 

te — , quindi : 11 rapporto di una circonferenza al suo 

diametro è costante. Indicando questo rapporto con * , e la 
lunghezza di un arco di n gradi con l , avremo 

_ _ _ tUr R 

C = 2cR , l = — . 

PROPOSIZIONE XVI. 



TEOREMA. 



L’area del cerchio è eguale al prodotto della circonferenza 
per la metà del raggio. 

Di fatto, circoscrivendo ad un cerchio di raggio R un po- 
ligono regolare di n lati, ed indicando con S la sua superficie, 
e con P il suo perimetro , si avrà 

S = |RP; 

e poiché questa eguaglianza deve aver luogo per qualunque 
valore intero di n , sarà 

limS = lim^RP 

ossia 

cerchio R = ^ R circ R 

Coroii. L'area d'un settore è eguale al prodotto del suo 
arco per la metà del raggio. 

Sia AB l’arco del settore, C il centro del cerchio, avremo 
cerchio R : settore ACB == circ R : are AB, 

ovvero 

cerchio R : settore ACB = RXcirc R : * Il Xarc AB ; 
d’ onde , poiché gli antecedenti sono eguali , 
settore ACB = ^ R Xarc AB. 

Scolio. Introducendo nell’ eguaglianza 

cerchio R=* R Xcirc R , 

H 
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invece di circ R il suo valore 2*R , avremo 

cerchio R = «R*. 

PROBLEMA I. 

Sopra wna retta data fare un rettangolo equivalente ad 
un parallelogrammo o ad un triangolo dato. 

1) Per costruire sulla data retta AB (fig. 201) un rettangolo 
equivalente al parallelogrammo CDKF , eleviamo AH perpen- 
dicolare ad AB ed eguale alla quarta proporzionale in ordine 
ad AB. CD ed all’altezza FG del dato parallelogrammo, e com- 
pletiamo il rettangolo Attili, esso sarà il rettangolo richiesto. 

Di fatto . poiché AB:CD=FG:AH , sarà ABxAH=CDxFG ; 
ma AB X All rappresenta l'area del rettangolo, e CDxFtì rap- 
presenta quella del parallelogrammo , dunque. . . . 

2) Per costruire sulla retta AB un rettangolo, equivalente al 
triangolo CDE (fig. 202), eleviamo All perpendicolare ad AB 
ed eguale alla quarta proporzionale in ordine ad AB, CE ed 
alla metà dell' altezza DF del triangolo , completiamo il rettan- 
golo ABIII, esso sarà il rettangolo richiesto. 

PROBLEMA 2. 

Fare un quadralo equivalente ad un parallelogrammo o 
ad un triangolo dato. 

1) Fare un quadralo equivalente al parallelogrammo ABCD. 

( fig. 203 ) Sia FG eguale alla media proporzionale tra la base 
AB e l'altezza DE del parallelogrammo, il quadrato costrutto 
sopra FG sarà equivalente al parallelogrammo ABCD. 

2) Fare un quadralo equivalente al triangolo ABC (fig. 20f). 
Sia EF eguale alla media proporzionale tra la base AB e la 
metà dell’ altezza CD del triangolo , il quadrato costruito so- 
pra EF sarà equivalente al triangolo ABC. 

PROBLEMA 3. 

Trovare in linee il rapporto di due rettangoli ABCD, 
EFGH. (fig. 203) 

Sulla AB si costruisca il rettangolo A BEL equivalente al 
rettangolo EFGH , il rapporto AD : AL sarà eguale al rapporto 
ABCD : EFGH. 
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Di fallo 

ABCD : EFGII = ABCD : ABKL = AD : AL. 

Scolio. Il rapporto del prodollo di due rellc dale A e B ni 
prudono di due altre P c Q , si riduce subito al rapporto ili 
due relle , dividendo ambo i termini del rapporto per una 
retta qualunque. Per più semplicità si divide per una delle 
date. Per esempio : 

AXB : PXQ 5 

dunque il rapporto de’ due dati prodotti 6 eguale a quello della 
retta A alla quarta proporzionale in ordine a B, P, Q. 

Similmente il rapporto A X^X^ : PXQX R» dividendo i suoi 
termini per CXPi si riduce al rapporto di due rette 

AXB . QYR 
PC’ 

PROBLEMA 4. 

Fare un triangolo equivalente ad un poligono dato ABCDE 

(lig. 206). 

Si conduca fa diagonale DA , che stacchi dal poligono il 
triangolo DEA ; si conduca EF parallela ad AD finché incon- 
tri in F la AB prolungata , e si unisca D F. 1 due triangoli 
ADE , ADF hanno la stessa base c la stessa altezza , perciò 
sono equivalenti ; ed aggiungendo di comune ABCD , si avrà 
ABCDE equivalente ad FBCD che ha un lato di meno. 

Col metodo precedente si trasforma un poligono in un al- 
tro che ha un lato di meno ; quindi applicandolo al nuovo 
poligono, c successivamente , si giungerà a trasformare il dato 
poligono in un triangolo equivalente. 

Scolio. Mediante questo problema ed il 2° sarà facile di 
trasformare un dato poligono in un quadralo equivalente., 

PROBLEMA 3. 

Costruire un quadralo equivalente alla somma o alla dif- 
ferenza di due dati quadrali. 

t) Per fare un quadrato equivalente alla somma di due dati 
quadrali , si costruisca un triangolo rettangolo i cui cateti siano 
eguali ai lati de’ due quadrali dati, il quadrato costrutto sul- 
l’ipotcnusa sarà il quadralo cercalo. 
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2) Per fare un quadralo equivalente alla differenza di due 
dati quadrali , si costruisca un triangolo rettangolo che abbia 
l'ipotcnusa eguale al lato del maggiore de' dati quadrati, ed 
un cateto eguale al lato dell' altro dato quadralo; il quadralo 
costrutto sull’ altro cateto sarà il quadrato cercato. 

PROBLEMA 6. 

Costruire un quadralo die stia ad un quadralo dato ABCD 
( /ig. 20 7 ) in un dato rapporto min. 

Sopra una retta indefinita EF si prendano due porzioni con- 
secutive GII cd III rispettiva mente eguali ad m ed n; sulla Gl 
come diametro si descriva una semicirconferenza ; alla Gl , 
«lui punto H , si elevi la perpendicolare 1IK , e si congiunga 
il punto K, dove essa incontra la semicirconferenza, con i 
punti G ed I ; sulla RI si prenda KL eguale ad AB, e con- 
ducasi LM parallela a Gi ; RM sarà il lato del quadrato cercato. 

Di fallo, si ha 

KG* : Ri* = GII : HI = m : n , 
e KG : RI = RM : RL , 

o elevando a quadrato , 

RG* : RÌ* = RM* :ÌÙ* ; 

dunque 

RM* : ( RL* o Tb’ ) = m : n 
PROBLEMA 7. 

Fare un poligono simile ad un poligono dato ABCDE , 
(/ig. IH) e che stia ad esso nel dato rapporto m:n. 

Si determini il lato del quadrato che sta al quadralo di AB 
come m : n , e sia A' B' ; su di esso, considerato come omo- 
logo ad AB, si costruisca un poligono A'B'C'D'E' simile ad 
ABCDE, esso sarà il poligono cercato. 

Di fatto , 

A'B'C'D'E' : ABCDE = A 7 !?*: AB* = m : n 



PROBLEMA 8. 

Fare un poligono simile ad un poligono dato ed equiva~ 
lente ad un altro poligono dato. 
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Per costruire un poligono simile al poligono P ( fìg . 208) 
cd equivalente al poligono Q , si determinino i lati a e b dei 
quadrali equivalenti a P e Q ; si trovi la quarta proporzionale 
alle rette a , b cd AB , e sia A'B' ; il poligono P' simile a P, 
costrutto sopra A'B' come omologo ad AB, sarà equivalente a Q. 
Di fatto , 

P : P' = AB* : À^B'* 5 
ma a : b == AB : A' B' , 

o elevando a quadrato 

a} : 6* = AB* : .VB ,J ; 

dunque 

P : P' = a* : b* ; 

e poiché l‘ = a ! | sarà P' = 6* = Q. 



PROBLEMA 9. 



Dati il raggio r d'un cerchio cd il lato l del poligono re- 
golare di n luti in esso iscritto , calcolare il lato L ’e l’arca 
S del poligono regolare circoscritlo dello slesso numero di lati. 



Se. dagli estremi A e B ( fig.209 ) del lato AB del poligono 
iscritto ABC... si conducono le tangenti AD e BD , sarà BD 
la metà del lato del poligono regolare circoscritto dello stesso 
numero di lati. Se conduciamo OD , i due triangoli simili OIIB , 
DHB daranno la proporzione 



Oli : OB = BIl : BD. 

Ora OB = r , BIT = i , OH = N/r* — Ai 1 , 



dunque 
d’ onde 



VV- U* :r = ii: 



l : BD ; 



BD = 



ì lr 



V r 1 — 4 ji 

ina L = 2BD , dunque 

l = *r_ 



V' r* — 1* - J 
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Il poligono essendo di n lati, il suo perimetro sarà eguale 
7i Ir 

ad ; ma la sua superficie ò eguale al perimetro 

v r 1 — L t 1 

moltiplicato per J. r> dunque 



° — — 7 " 

V 2 1 — f p 

r 

PROBLEMA 10. 

Dati i perìmetri di due poligoni regolari simili, uno iscrit- 
to e l'altro circoscrilto ad uno stesso cerchio , calcolare i pe- 
rimetri de' poligoni regolari iscritto e circoscrìtto d'un doppio 
numero di luti. 



Per maggiore semplieilà supporremo che i due poligoni 
dati abbiano i lati paralleli (fig. 210 ). Sia AB un lato del po- 
ligono iscritto ed EF il lato del poligono circoscritto , paral- 
lelo ad AB . la corda AM sarà il lato del poligono iscritto d’un 
doppio numero di lati , c se dai punti A e B tiriamo le tan- 
genti AP , BQ , sarà PQ il lato del poligono circoscritto d'un 
doppio numero di lati. Se dinotiamo con p c P i perimetri 
de’ poligoni iscritto e circoscritto dati , ciascuno de’ quali sup- 
porremo che abbia 7» lati , e con p' e P' i perimetri de’ po- 
ligoni regolari iscritto e circoscritto di 2n lati , avremo 



p = AD X 2« , p' = AM 
P = EM X 2 , P' = PQ 




1. Si congiungano CS c CM. Poiché OP è bisettrice dell’an- 
golo MCE , avremo 



31 P : PE = CM : CE ; 

ma CM : CE = CD : CA = CD : CM = p : P , 



perchè i perimetri di due poligoni regolari d’ uno stesso nu- 
mero di lati sono proporzionali agli apolcmi ; dunque 

31P : PE = p : P, 

c per conseguenza 

ME : PM = p+P ; p ; 
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e moltiplicando i conscguenti per 2, 

ME : PQ = p 4- P : 2 



ora per le (1) 
dunque 



ME : PQ = P : P' ; 

-t- P : 2 p = P : P' ; 



p; 



d’onde 

2. Dalle (1) risulta 



P ,_ 

— piP 

p' : p = AM : AD ; 



ma i triangoli AMD , PMC hanno i lati perpendicolari , sono 
perciò simili , c danno 



dunque 
e p. c. 



AM : AD = CP: CM = P' :p’; 
P' : p' = p' : p , 

p'=VvjT . 



e dividendo per P'-f-p', 



Scolio 1. Essendo P ' = — c p '= v ^ pF » avremo 

P't—o'* — — «P' — 2Pp * < p -F _ P'*( p — r) 

* ( p t />)’ 1 ~ (Pfp)* “ P+p ’ 



P ' —p'=z 



P’fp 



5 X 



P’ 

p ip 

1 



( p— p) . 



Ora p^y < » e <l u * n di < ; ed inoltre la media arit- 

metica di due quantità essendo sempre maggiore della me- 
dia geometrica , sarà 5^? > V P p ’ t e quindi 



P' + p > - V P v ’ ovvero P'-t-p > 2p' , e con più ragione 
p +P> 2 p' , donde ; dunque 

P'-P' < j (P-P). 
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PLAMMETMA 



PROBLEMA li. 



Date le aree di due poligoni regolari simili , uno iscrUto 
c l'altro circoscritto al medesimo cerchio , calcolare le arci; 
de’ poligoni regolari iscritto c circoscritto d' un numero dop- 
pio di lati. 

Falle la slcssa ipolesi e le stesse costruzioni del prece- 
dente problema , se indichiamo con s ed S le superficie dei 
poligoni iscrillo e circoscritto dati , e con s' ed S' quelle dei 
poligoni iscritto e circoscritto d‘ un doppio numero di Iati , 
avremo ( fig.210 ). 

s = ACD X 2n s' = ACM Y 2n ... 

S = ECM X 2 n S' = PCQ X 2» 

1. Dalle precedenti eguaglianze risulta 
S : s' = ECM : ACM , 



ma ECM : ACM 
c dalle (1) 

dunque 



= EC : AC = CM : CD = ACM : ACD 
s' : s = ACM : ACD ; 

S : s' = s' : s ; 



onde 

s' = V&Xs 



2. I due triangoli ECP , PCM hanno la stessa altezza e stanno 
perciò come le basi , quindi 

ECP : PCM = PE : PM ; 
ma 

PE : PM = CE : CM = CA : CD = CM : CD = ACM : ACD = s': s; 
dunque 

ECP : PCM = s’ : s ; 

e componendo e moltiplicando poi i conseguenti per 2 
ECM : 2 PCM = s'-t-s : 2s 

ossia 

EC3I : PCQ = s' -+• s : 2s 

Ora per le (1) , 

ECM : PCQ = S : S' ; 
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unno qcabto 
8* ~hs : 2s = S : S' ; 
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onde o. „ 2 ® s 

O — — “ « • 

Scoilo. Siccome 8' = V& cd S’ = , 

COSÌ S'-J' = -r Z ~ V/ST = Ss-»\ZsT . 

•Wss H-v/sr 

e dividendo per y/ T tanto il numeratore quanto il denomi- 
naturo , 

S /_ # — Sy/T— sy/iT _ — yj" ) 

v' • -+- s/s V 7 -+■ \/s * 

c moltiplicando tanto il numeratore quanto il denominatore 
per \[~i -+- y/'s, 

S' — 8’ = Vs« ( S ~ s ) . 

(\^7+v/s)* 

Ora ( v'T— y/s )*> o sviluppando ed aggiungendo g 
ciascun membro 4^5* , si ha 

(y/7-W s )’>Vs;; 



perciò 



V S» 

(v^-Ws)* 



< 




e per conseguenza 

S'-s' < -J (S — 8 ). 



18 
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rUSIMETMA 



FROBLE^V 12. 



Dati il raggio c Vapotcma d’un poligono regolare , calco- 
lare il raggio e l’apolema del poligono regolare equivalente 
al poligono dolo , e di un doppio numero di Ioli. 



Sia AB ( fig. SH ) il lato d’un poligono regolaro , ed 
0 il suo centro ; OB sarà il raggio del cerchio circoscrit- 
to , ed OC perpendicolare ad AB, l’ apolema. Prendiamo 

OE = OD = \fmyoc, e congiungiamo DE; il triangolo 

isoscele DOE sarà equivalente al triangolo OCB , e per con- 
seguenza DE sarà il lato del poligono regolaro equivalente al 
poligono dato c d’ un doppio numero di lati ; di più il raggio di 
questo nuovo poligono sarà OD , ed OF perpendicolare a DE 
sarà F apolema. Poniamo OR— r,OC=a,OI)~r',OF=a'. 

1 Siccome OD=v/ OIi X uC > avremo r'=\/ar- 

2 Si prolunghi CO in G, c si congiunga BG. I due triangoli 
rettangoli CGB , DOF hanno l’ angolo DOF = CGB , sono per- 
ciò equiangoli , o danno 

OF : OG = OD : GB ; 

donde n p CG X OD . 

GB ’ 



c quindi , siccome GB == \/GHXGC = \/2 r(a-t-r), 

(a-t-r) r' , 

— • . ~Z > 

\/ 2r(a-t-r) 



( a-t-r ) a 

2 



\/ ar ed a' = i (a-t-r) a > 



ovvero 



a/ = 



a' = 



Scolio. Poiché r' = 
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si ha 



r>— a'* = ar — fo +r) ra = ± (r-o) 
2 2 ' 



e quindi dividendo per r 1 -+- a ' , 



r' — a' 



1 a 

2 r’ *J-a' 



(r-a ). 



0ra r'i' < a T^ > ovvcro < ì * dunque 

r' — a' ( r — a ) 



PROBLEMA ». 



Dati il raggio r e Vapotema a d' un poligono regolare , 
calcolare il raggio r 1 e l’apolema a' del poligono regolare 
isoperimelro d'un numero doppio di lati. 



Sia AB ( fìg. 212) il Iato del poligono dato e CD l’apotcma; 
prolungando CD (ino al suo incontro in G con la circonferenza 
circoscritta al poligono , tirando le^cordc GA , GB , e congiun- 
gendo i medii E,P di queste corde, fra loro e col cenilo C, 

avremo EF = Ì AB ed ang ECF= ~ angACB; c per con- 
seguenza sarà EF il lato, C il centro, c CII l’apotema del po- 
ligono regolare isoperimelro d’ un doppio numero di lati. 
Siccome DII = IIG , sarà 2CII = CD -+- CG , e per conso- 

seguenza CH = — r — , ossia 

m 



a — 



o f r 

~Y 



Kel triangolo rettangolo CEG si ha CE S =CIIXCG o r'=a'r 



e quindi 



r' s= \/a ’r 
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Scotio 



PUH IH STRIA 



— Poiché r'=\/ a , r si ha 
r' 1 — a' a = a' (r— a' ) 



ovvero , essendo a' = 



_ 



o' 



==• (r-a), 

e dividendo per r' -+- o’ , 

. , In', » 

r' — a! = - —. — , (r — a). 
2 r'4* » 

Ora Hr < <7T^ e perciò < I > dunc l uc 
r'-o' < 4 (r- a). 



PROBLEMA U. 



Determinarti il rapporto della circonferenza al diametro. 

Essendo dato il raggio di un ccrdhio, si può calcolare la 

lunghezza della circonferenza a meno di ~ > nel modo so- 
gucnle. 

1 

Si comincerà dal calcolare a meno di ~ i perimetri di 

due poligoni regolari dello stesso numero di Iati , l’uno iscrit- 
to , l'altro circoscritto al proposto cerchio ; indi , mediante lo 

formolo P'=-~- e «'= v/' P ( Probi. 10) , si calcoleranno 
p-;-P ' 

1 

a meno di — i perimetri de’ due poligoni regolari iscritto e 

circoscritto allo stesso cerchio , d’un numero doppio di lati ; 
in seguito , mediante le stesse forinole , si calcoleranno, sem- 
pre a meno di ~ , i perimetri de’ poligoni regolari iscritto e 
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circoscritto d’un numero di lati doppio del precedente , e cosi 
si continuerà finché si giungerà a due poligoni dello stesso 
numero di lati , l’uno iscritto e l’altro circoscritto al proposto 
cerchio , i cui perimetri abbiano una differenza eguale o mi- 
noro di — : il valore della circonferenza a meno di — sa- 

n n 



rà rappresentato da uno qualunque de’ due numeri che rap- 
presentano i perimetri di questi poligoni. Dividendo il trovalo 
valore della circonferenza pel doppio del raggio , si otterrà « 

a meno di ^ , B essendo il raggio dato. 



Ponendo il diametro del cerchio eguale ad I , il perimetro 
dell'esagono regolare in esso iscritto è eguale a 3 , ed il pe- 
rimetro dell’esagono regolare circoscritto ( Probi. 9) si troverà 



essere 2v^ 3 o 3], *63 a meno di 



1 

1000 



per eccesso. Ora sa- 



rà facile determinare i perimetri de' poligoni regolari di 12 , 
2* ec. lati iscritti c circoscritti allo stesso cerchio , e formare 
la seguente tabella 



tt 


P 


V 


6 


3,463 


3 


12 


3,216 


3.103 


21 


3,16» 


3*132 


*8 


3,147 


3,139 


96 


3,143 


3,141 


192 


3,142 


3,1*1 



nella quale i perimetri de’ poligoni circoscritti sono siati cal- 
colali lutti per eccesso, e quelli de’ poligoni iscrilli per di- 
fetto a meno di . I perimetri dei poligoni regolari iscritto 
c circoscritto di 192 Iati , sono rispettivamente 3, li! e 3,1*2, 
la cui differenza è ; ma la lunghezza della circonferen- 
za è minore del primo c maggiore del secondo ; dunque ognu- 
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PIAR M ET MA 



no di questi numeri può prendersi per valore delia ciroonfa- 
renza, a meno di , il primo per eccesso ed il secondo 
per difetto. Ora il diametro è 1 , dunque * = 3, 142 a meno 
di per eccesso. 



Scolio. Archimede fu il primo a trovare un valore appros- 

22 

simalo di «■ ; tale valore è -y , con un errore per eccesso 

minore di La fraziono ~ ò il valore di «■ trovato da 

Adriano Mezio; e questo valore 6 approssimalo per eccesso 
a meno di Infine altri calcolatori hanno trovato de’ va- 



lori di « sempre più approssimali ; c si ò avuto la pazienza 
di spingere questa approssimazione fino alla HO* cifra deci- 
male. 11 numero 3, 14133 20333 83793 ò un valore di « con 
13 cifre decimali. 
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La retta ed 11 plano 



PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

Se due piavi si tagliano , la loro comune intersezione è 
una linea reità. 

Siano A e B (fig. 213) due piani, cd M ed N due punii 
della loro intersezione ; se si congiungono questi punti me- 
diante una retta MN , questa dovrà trovarsi tanto nel piano A. 
quanto nel piano B ; ma i due piani non possono aver di co- 
mune nessun altro punto situato fuori della retta MN senza 
coincidere ; dunque possiamo conchiuderc che la comune in- 
tersezione di due piani è una linea retta. 

Se una retta incontra un piano, il punto d’incontro vien 
detto piede della retta nel piano. 
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PROPOSIZIONE II. 



TEOREMI. 



Se «na ralla AP (fìg. 2U) è perpendicolare a due altre 
PB,PC, che passano pel suo jriede P nel jitano MA' , è per- 
pendicolare ad ogni olirà retta PD comunque condotta pel 
suo piede nel piano. 

Si conduca nel piano MN una reità BC, che tagli le tre rette 
PB , PD , PC nei Ire punii B , D , C ; si prolunghino olire il 
punto P le tre rette PB . PC , PD ; si prenda PC'=PC , e dal 
pnnto C' si conduca C'B > parallela a CB 5 essa incontrerà i 
prolungamenti delle rette BP e DP In due punti B' e D' , e 
si avrà PB' = PB , PD' = PD , B’C' = BC , B'D' =: BD. Si con- 
giungano AB , AC , AD , AB' , AC' ed AD 7 . I duo triangoli ABC, 
AB'C' sono eguali, perchè hanno 1 lati rispettivamente eguali; 
dunque gli angoli ABC , AB'C' sono eguali. I due triangoli 
ABD.AB'D' sono eguali, perchè hanno un angolo eguale com- 
preso tra lati eguali; dunque AD=>AD'. Ciascuno dei punii 
A e P è egualmente lontano da D e D'; dunque AP è perpen- 
dioolarc a 1)1)'. 

Scolio. Reciprocamente, se due rette PB,PC sono perpendi- 
colari ad una stessa retta AP , in uno stesso punto P , ogni 
olirà retta PD perpendicolare ad AP nel punto P , deve tro- 
varsi nel piano MN delle due rette PB,PC. 

Di fallo , se la PD si trovasse fuori del piano MN , si po- 
trebbe per essa c per AI* far passare un piano , la cui in- 
tersezione col piano MN sarebbe una reità perpendicolare ad 
AP , ciò che 6 impossibile ( Lib . 1. Prop. 1. ). 

Corou. Se si fa rotare un angolo retto intorno ad uno del 
suoi lati , P altro lato descrive un piano. 



Una retta perpendicolare a tulle le rette che paesano pel 
suo piede in un piano , dicesi perpendicolare a questo 
piano. 

Il piede della perpendicolare condotta ad un piano da un 
punto fuori di esso , dicesi proiezione ortogonale , 0 sempli- 
cemente proiezione del punto sul piano. 
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PROPOSIZIONE III. 



teobf.ua. 

Per un punto dato non può condursi ad un piano clic una 
sola perpendicolare. 

Supponiamo che dal punto P (fig. 213) si potessero con- 
durre a questo piano due perpendicolari l'A e PB , e die 1>C 
fosse la comune intersezione del piano APB col piano MA. En- 
trambe le rette AP. IIP sarebbero perpendicolari a.DC; ma ciò 
è impossibile ( Lib . 1. Prop. I. ) : dunque .... 

Quando una retta, prolungala se bisogna, incontra un piano, 
e non è ad esso perpendicolare , si dico obbliqua al piano. 

Per luogo geometrico , o semplicemente luogo di un punto, 
s'intende quella linea o quella superficie i cui punti, ed essi 
soli , godono di una sLessa proprietà. 

PROPOSIZIONE IV. 



TEORENA. 

Se per un punto dato fuori d’ un piano si conducono a 
questo piano la perpendicolare e differenti obblique: 

1) la perpendicolare è minore di ogni obbliqua; 

2) Le obblique egualmente lontane dalla perpendicolare 
sono eguali ; 

3) Di due obblique disugualmente lontane dalla perpendi- 
colare , quella clic più è lontana è la maggiore. 

1) Sia AP [fig. 210) perpendicolare, ed AD obbliqua al pia- 
no MN. Si congiunga IH* ; sarà AP perpendicolare a DP , ed 
AD obbliqua; quindi AP < Al). 

2) Sia PD = PC , dico che AD = AC. I due triangoli rettan- 
goli APD.APC hanno il lato AP di comune, il lato PII = PC, 
dunque sono eguali ; c p. c. AD = AC. 

3) Sia PE>PD, dico die AE>AD. Si prenda sopra PE una 
porzione PB = PI) , e si congiunga AB; sarà AB = AI) ; ma 
AB<AE ( Lib. 1. Prop. 23. 3. ); dunque anche AD < Ali. 

Scolio. Reciprocamente, due obblique eguali sono egualmente 
lontane dalla perpendicolare; c di due obblique disugualità 
maggiore è più lontana dalla perpendicolare. 

19 
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Coroli. 1. La perpendicolare condona da un punto ad un 
piano, misura In disianza del punto dal piano. 

Conoi.i. 2. Il luogo de' piedi delle obblique eguali condotte 
da un punto A fuori d ' un piano a questo piano , è una cir- 
conferenza il cui centro è il piede della perpendicolare con- 
dotta al piano dal punto A. 



PROPOSIZIONE V. 



TEOREMA. 

Se dal punto C medio di una retta AB (fig.2!7), si con- 
duce un piano MN ad essa perpendicolare : 

1) Ogni punto D del piano , sarà egualmente lontano da- 
gli estremi A e B della retta All ; 

2) Ogni punto E preso fuori del piano, sarà disugualmente 
lontano dagli estremi della medesima retta AB. 

1) Si congiungnno DA,DB,DC. Poiché PC si trova nel piano 
MN. sarà perpendicolare ad Al! ; o per conseguenza DA=DB. 

2) Si congiungano E A. Eli : la EA Iaconi rcrà il piano MN in 
un punto F; si congiunga FB. Poiché FA =FB, ed EB<EF-f-FB, 
sarà pure EB<EF-t-FA. 

Scolio. H luogo de' punii egualmente lontani dagli estremi 
di una retta nello spazio , è il piano perpendicolare a que- 
sta retta nel suo mezzo. 



PROPOSIZIONE VI. 



TEOKEBA. 

Se una retta AP ( fig. 218 ) è perpendicolare ad un piano 
MN , e dal suo piede P si conduce la perpendicolare PB ad 
una retta CD situata nel piano, e si congiunge il punto B, 
incontro di queste due rette . con un punto A della perpen- 
dicolare al piano , la congiungcnlc AB sarà perpendicolare 
alla retta CD. 

Pi vero , si prendano BD e BC eguali tra loro , e si con- 
giungano PD , PC , AD , AC. Poiché PB ò perpendicolare a CD 
nel suo mezzo sarà PD = PC; e poiché AP è perpendicolare 
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al piano M N, e PD = PC, sarà AD = AC: la AB ha dunque 
due punii equidistanti da C e D , e perciò è perpendicolare 
a CD. 

Coholl. La rolla CD è perpendicolare al piano APB. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

Se un 'piano MN ò perpendicolare ad una di due ralle pa- 
rallele AB ( fig. 219 ), è perpendicolare anche ali altra CD. 

Per le due rette AB, CD si conduca un piano, il quale ta- 
glierà il piano MX seguendo una retta BD. La AB perpendico- 
lare al piano MX , è ancora perpendicolare a DB . e quindi 
anche CD ( Lib. 1. Prop. 8. Corali. 3.) è perpendicolare a DB. 
Nel piano MX , si conduca DF perpendicolare alla DB ; essa 
sarà perpendicolare al piano DAB, e quindi alla retta CD. La 
DC ò dunque perpendicolare alle due rette DB e DF , e per 
conseguenza al piano MX. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA . 

Due rette perpendicolari ad uno stesso piano , sono pa- 
rallele. 

( Dimostrazione indiretta. ) 

Coroll. I. Se da diversi punti di una retta situata fuori di 
un piano, si conducono delle perpendicolasi al piano, i piedi 
di queste perpendicolari stanno in linea retta. 

Coroll. 2. Due rette parallele ad una terza, sono parallele 
Ira loro. 



PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

La più corta disianza di due rette qualunque, è una retta 
perpendicolare ad entrambe ; c reciprocamente, se una retta ò 
perpendicolare a due altre comunque situale nello spazio , 
e la loro più corta distanza. 

I) Siano AB e CD (firj. 222) due rette comunque situale 
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nello spazio , ed E cd F i punii ili queste rctlc clic più sono 
Ira loro vicini. La più corta distanza di questi punti dev' es- 
sere la più corla distanza del punto E dalla CI), e la più corta 
distanza dai punto F dalla Alt ; dunque la retta EF dev’ essere 
perpendicolare tanto a CD . quanto ad AB. 

2) Siano AB e CD (fiy. 22.1) due rette comunque situale 
nello spazio , ed EF una retta perpendicolare ad entrambe , 
dico clic se si uniscono due altri punti C. . II di questo rette, 
sarà GII>EF. Dal punto E si conduca EI parallela a CD ed 
eguale ad HF , e si congiunga HI. Il quadrilatero 11FEI è ret- 
tangolo , quindi EF , come pure la sua parallela III . è per- 
pendicolare al piano delle due rette AB,1E , dunque 1II<HG; 
ma III = FE ; p. c EF < IIG. 

Una retta dicesi parallela ad un piano, allorché essa non 
può incontrarlo , a qualunque distanza si prolunghino I' una 
e l' altro. In tal caso anche il piano diccsi parallelo alla retta. 

Due piani si dicono paralleli se prolungali quanto si voglia 
non s’ incontrano inai. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. 

Una retta AB parallela ad un'altra CD (fig.221) esistente 
in un piano MA’ , è parallela a questo piai io. 

Per le due rette AB , CD si conduca un piano ABDC , clic 
incontrerà il piano MA seguendo la retta CD. Poiché la retta 
AB 6 compresa nel piano ARCI) . non può incontrare il piano 
M.\ che in qualche punto della CD ; ma AB è parallela a CD; 
dunque essa non può incontrare il piano MA’. 

Coho il. Una reità AB cd un piano MA perpendicolari ad 
una stessa retta AC , sono paralleli. 

Per le duo rette AB cd AC si conduca un piano , il quale 
taglierà il piano MA seguendo una retta CD parallela ad AB.... 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

Se una reità il parallela ad un piano , è anche parallela 
all' intersezione di questo piano con un altro condotto per 
essa. 



( Facile ) 
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Canon. i. So una retta è parallela ad un piano, ogni retta 
ad essa parallela , condotta per un punto del piano, sta tutta 
compresa nel piano. 

Corou. 2. Le parallele comprese tra una retta ed un piano 
ad essa parallelo , sono eguali. 

Coitoti. 3. Un piano ed una retta ad esso parallela , sono 
equidistanti. 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA. 

Se 1/77 a retta AB è 'parallela a due piani CE.CF, & ancora 
parallela alla loro comune intersezione CD (fìg. 22Ò). 

Di fallo, se da un punto qualunque della CD si conduce una 
parallela ad AB , questa dovrà trovarsi tanto nel piano CE , 
quanto nel piano CF ; dunque dorrà coincidere colla CD. 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA. 

Se due rette AB cd AC ( ftg. 226 ) , le quali si tagliano , 
sono parallele ad uno stesso piano PQ , il piano SIN con- 
dotto per queste due rette , sarà parallelo al piano PQ. 

Se i piani SIN c PQ non fossero paralleli , dovrebbero ta- 
gliarsi seguendo una retta , la qnale incontrerebbe almeno 
una delle due rette Alì , AC ; ed allora qncsta retta avrebbe» 
un punto di comune col piano PQ, ciò che è impossibile, per- 
chè essa è parallela a PQ. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

Se due angoli non situali nello stesso piano hanno i lati 
paralleli o sono eguali, o supplementari, ed i loro piani sono 
paralleli. 

1) Siano BAC ed EDF ( fig . 227) due angoli non situali 
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nello slesso piano , che abbiano i Iati AB ed AC paralleli ri- 
spellivamente ai lati DE c DI' , nello slesso verso , dico eba 
sono eguali. 

Si prenda AB = DE , AC = DF , e si congiungano AD,BE, 
CF,Clf ed FE. Essendo AC eguale e pcrallela a DF, sarà AD 
eguale e parallela a CF ; similmente essendo AB eguale e pa- 
rallela a DE , sarà Al) eguale e parallela a BK ; dunque le 
retle CF e HE che sono eguali c parallele a Bl), sono eguali 
e parellelc tra loro,, onde BC = EF. I due triangoli BAC ed 
EDF hanno i lati rispeltivainenle eguali . sono perciò eguali, 
e F angolo BAC ò eguale all’ angolo EDF. 

2) Siano B'AG' ed EDF due angoli non situali nello stesso 
piano , che abbiano i lati AB' cd AC' rispettivamente paral- 
leli ai lati DE e DF, in verso contrario , dico che sono eguali 
tra loro. 

Si prolunghino i lati ll'A , C'A oltre il vertice A in B e C, 
l’angolo BAC sarà eguale tanto a B'AC, quanto ad EDF: onde 
ang B'AC' = ang EDF. 

:t) Siano BAC' ed EDF due angoli non situati nello stesso 
piano , clic abbiano il lato AB parallelo a DE nello stesso 
verso , cd il luto AC' parallelo a 1)F in verso contrario , dico 
clic essi sono supplementari. 

Si prolunghi C'A in C. L'angolo CAB ò supplemento di BAC; 
ma questo è eguale ad EDF ; dunque CAB è anche supple- 
mento di EDF. 

4) Le rette AB ed AC sono parallele al piano PQ delle rette 
DE c DF (Prop. IO): dunque il piano dell' angolo BAC è pa- 
rallelo al piano dell' angolo EDF. 



PROPOSIZIONE XV. 



TEoneuA. 



Due piani SIN e PQ (fig. 225) perpendicolari alla stessa 
retta AB, so no paralleli. 

Se per la retta AB si fa passare un piano CARD, le sue 
intersezioni AC e 1ID coi piani SIN e PQ saranno perpendico- 
lari alla retta AB , e quindi parallele tra loro ; se per la 
stessa retta Al! si fa passare un secondo piano EABF, le sue 
intersezioni EA e BF coi piani SIN c PQ saranno egualmente 
parallele tra loro ; i piani SIN e PQ sono dunque paralleli. 
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PROPOSIZIONE XVI. 



TEOREMA. 

Le intersezioni AB e CD ('fig. 229) di due piani paralleli 
SIN c 1*Q con un terzo AD , sono parallele. 

Poiché se le rette AB c CI) non fossero parallele , dovreb- 
bero incentrarsi ; e per conseguenza dovrebbero incontrarsi 
anche i piani SIN e PQ , lo che è impossibile. 

PROPOSIZIONE XVII. 



TEOREMA. 

Se una retta AB ( fig. 228 ) è perpendicolare ad uno di 
due piani paralleli SIN e PQ, ii perpendicolare anche al- 
l' altro. 

Sia AB perpendicolare al piano SIN. Dal punto B nel piano 
PQ si conduca una retta qualunque BI) , dico che AB è per- 
pendicolare a questa retta , e per conseguenza al piano PQ. 
( Definii . dopo la Prop. 2.) 

Per le due rette AB c BI) si faccia passare un piano , la 
cui intersezione col piano SIN sarà una retta AC parallela a 
11D ; ma AB è perpendicolare ad AC ; dunque è anche per- 
pendicolare a BD. 

Coro li. 1 . Da un punto dato fuori d’ un piano non può con- 
dursi ad esso che un sol piano parallelo. 

Coroll. 2. Due piani paralleli ad un terzo sono paralleli 
tra loro. 



PROPOSIZIONE XY1II. 



TEOREMA. 

Le parallele AC e BD ( fig.229 ) comprese tra piani pa- 
ralleli SIN e PQ , sono eguali. 

Per le due rette AC o BD si faccia passare un piano , que- 
sto taglierà SIN e PQ seguendo due rette parallele AB c CD; 
onde ABCD è un parallelogrammo , ed AC = BD. 
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Coitoli. 1. Duo, piani paralleli sono equidistanti. 

Cottoli. 2. Le porzioni di due rclle comprese Ira piani pa- 
ralleli', sono proporzionali. 

Siano AH c CD (jig. 2J0 ) due rette tagliate dai piani pa- 
ralleli MN , PQ ed ÌIS , c sia AG parallela a CD ; si avrà 
All = CF ed 1IG = FD ; ma EH 6 parallela a BG (Prop. US.); 
dunque AE : EB= AII : HG; e per conseguenza 

AE : EB = CF : FD. 



Uno spazio indefinito compreso tra duo piani che s’incon- 
trano, dicesi angolo diedro. La retta comune ai due piani di- 
cesi costola, ed i due piani, facce dell'angolo. 

Un angolo diedro si nomina per mezzo della sua costola, se 
essa non è comune ad altri angoli ; in contrario si nomina me- 
diante quattro lettere , delle quiili le estreme indicano due 
punti situali uno sopra una faccia c l'altro sopra l'ultra, c 
le due di mezzo indicano punti situati sulla costola. 

Due angoli diedri si dicono addiaccnti se hanno la costola 
ed una faccia di comune , e le rimanenti facce situale una da 
una parte e 1’ altra dall' altra della faccia comune. 

Allorché un piano ne incontra un altro , se i due angoli 
diedri addiaccnti sono eguali , il primo piano diccsi perpen- 
dicolare al secondo , e ciascuno dei due angoli diedri addia- 
ccnli diccsi retto ; se poi i due diedri addiaccnti sono disu- 
guali , il primo piano dicesi obbliquo al secondo. 



PROPOSIZIONE XIX. 



TEOREMA. 

Per una retta data sopra un piano non può condursi ad 
esso che un sol piano perpendicolare. 

Dm. analoga a qnclla della Prop. 1.* del I.ib. 1.® 

Canon. Tutti gli angoli diedri retti sono eguali tra loro. 

Ogni angolo diedro maggiore di un angolo diedro retto di- 
cesi oliuso. ed ogni angolo diedro minoro di un diedro retto 
diccsi acido. 

Due angoli diedri si dicono complementari quando la loro 
somma è eguale ad un diedro retto , supplementari quaudo 
la loro somma è eguale a due angoli diedri retti. 
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Se un piano ne incontra un altro , la somma dei due an- 
goli diedri addiacenU è eguale a due angoli diedri retti. 

Dimostrazione simile a quella della 2. a Prop. del !.° Lib. 

Conati. 1. Se uno dei due precedenti angoli diedri è relto, 
I* altro sarà parimente relto. 

Coroli. 2. Se un piano è perpendicolare ad un altro , il 
secondo è perpendicolare al primo. 

Canon. 3. Se per una retta situala in un piano si condu- 
cono da una stessa parte di esso quanti piani si vogliono, la 
somma di tulli gli angoli diedri consecutivi è eguale a due 
ietti. 



PROPOSIZIONE XXI. 

(. 

TEOREMA. 

Se due angoli diedri addiacenU sono supplementari , le 
facce non comuni sono in uno stesso piano. 

Dimostrazione simile a quella della Prop. 3.* del 1.® Lib. 



PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA. 

Se due piani si tagliano , gli angoli diedri opposti sono 
eguali. 

Dimostrazione simile a quella della Prop. i. a del Lib. 1.® 

Coroli. 1 . Se un angolo diedro CARD [f\g. 232) si fa ro- 
tare intorno alla costola AB finché una faccia CAB coincida 
col suo prolungamento C'AB , 1’ altra faccia DAB coinciderà 
col suo prolungamento D'AB. 

Coroli. 2. Se più punti invariabilmente connessi rotano in- 
torno ad un asse finché uno di essi generi una semicircon- 
ferenza , i rimanenti punti genereranno pure delle semicir- 
conferenze. 

20 
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Scolio. La somma de’ quattro angoli diedri formati da due 
piani che si tagliano, è eguale a quattro dietri retti. In gene- 
rale : Se per una retta si fanno passare quanti piani si vo- 
gliono, la somma di tulli gli angoli diedri consecutivi è eguale 
a quattro diedri retti. 

Se da un punto della costola d’ un angolo diedro si elevano 
le perpendicolari ad essa in ciascuna dello facce dell' angolo 
diedro , l’ angolo costante ( Pi’op . H.) formalo da queste per- 
pendicolari , dicesi angolo rettilineo corrispondente all' an- 
golo diedro. 



PBOPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA. 

Due angoli diedri eguali CABD.C'A'B'D' ( fig. 23! ), hanno 
eguali angoli rettilinei corrispondenti FEG,F'E'G'. 

Si soprapponga il primo angolo diedro al secondo facendo 
coincidere le costole , i punti E ed E’, ed i piani AD ed A'D'; 
la retta EG coinciderà con E'G', il piano FEG perpendicolare 
ad AB, col piano F'E'G' perpendicolare ad Alt'; e poiché gli 
angoli diedri sono eguali, il piano BC coinciderà col piano 
B’C' , e per conseguenza EF con E'F'. 

Scotio \. La reciproca è vera, e si dimostra facilmente me- 
diante la soprapposizionc degli angoli rettilinei corrispondenti 
agli angoli diedri. 

Scono 2. Secondo che un angolo diedro 6 maggiore o mi- 
nore di un altro, il rettilineo corrispondente del primo è mag- 
giore o minore di quello del secondo , c reciprocamente. 

Scono 3. L’ angolo rettilineo corrispondente ad un angolo 
diedro retto , ottuso o acuto , è retto , ottuso o acuto. 

Le denominazioni di corrispondenti, alterni, ec. si appli- 
cano agli angoli diedri formali da due piani tagliati da un 
terzo , negli stessi casi degli angoli rettilinei formali da due 
rette tagliate da una terza. 



PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA. 

Due piani BIN , PQ ( fig. 233 ) sono paralleli se essendo 
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incontrali da un terzo AD , le intersezioni AB , CD sono •pa- 
rallele , e nello stesso tempo formano : 

1 ) gli angoli diedri corrispondenti eguali, o pure: 

2) gli angoli diedri altcrni-interni eguali, o pure: 

3) gli angoli diedri alterni-cstcrni eguali , oppure : 

4 ) gli angoli diedri interni della medesima parte supple 

mcnluri , oppure 

3) gli angoli diedri esterni dalla medesima parte supple- 
mentari. 

Di fallo, si conduca un piano EG perpendicolare ad AB e 
per conseguenza anche a CD (Prop. 7); esso taglierà i due 
piani MN , PQ seguendo due rette EH , l’G , ed il piano AD 
seguendo la retta EF. Gli angoli formali dalle rette EH ed FG, 
inlcrsegale dalla EF , saranno i rettilinei corrispondenti ai 
diedri formali dai piani MN e PQ intersegati dal piano AI). 
Verificandosi una delle condizioni I) , 2) , 3) , i) o 5), le retto 
EH ed FG saranno parallele, e poiché per ipotesi AB è paral- 
lela a CD , sarà il piano 31N parallelo a l’Q (Prop. 14). 

Scolio. Reciprocamente se t piani MN e PQ sono paralleli 
e vengono tagliali da un terzo AD, |sono verificate le condi- 
zioni 1) , 2) , 3) , 4) e 3). 

Di fatto , si conduca il piano EFG perpendicolare ad AB e 
per conseguenza auche a CD, le intersezioni EH ed FG sono 
parallele ec. ec. 



PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREBA. 

Se dite angoli diedri hanno le facce parallele o sono eguali, 
o supplementari. 

Dimostrazione analoga a quella della Prop. IO. Lib. 3. 

PROPOSIZIONE XXVI. 

TEOREBA. 

Se due angoli diedri hanno le costole parallele e le facce 
rispettivamente perpendicolari , o sono eguali , o supple- 
mentari. 

( Facile ) 
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PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOREMA 

Un piano MN (fig. 236) perpendicolare ad una retta AP, 
è perpendicolare ad ogni piano ABC die passa per questa 
retta. 

Di fallo , se nel piano 31N si conduce la reità PD perpendi- 
colare a BC , poiché AP è perpendicolare al piano MN, l'an- 
golo APD è rctlo , e p. c. il piano MN è perpendicolare al 
piano ABC ( Prop. 23. Scol. 3. ). 

PROPOSIZIONE XXVIII. 

TEOREMA. 

Se due piani AB ed 3IN ( fig. 236 ) sono tra loro perpen- 
dicolari , ogni retta AP condotta in uno di essi AB, perpen- 
dicolarmente alla comune intersezione, è perpendicolare al - 
l' altro piatto SIN. 

Di vero, conduccndo nel piano MN la PD perpendicolare a 
RC , si ha che l’angolo AI’B è cello; quindi la rulla AP ò 
perpendicolare alle due ielle BC c PD comprese nel piano 
ÌIN ; e p. c. è perpendicolare a questo piano. 

Scolio. Se due piani MN ed AB sono perpendicolari tra 
loro , ogni retta condotta da un punto della loro comune 
intersezione perpendicolarmente aduno di essi , è compresa 
nell' altro. 

Di fallo, se una rella condona da un punto P della comune 
intersezione , perpendicolarmente ad MN , non fosse compresa 
nel piano AB , si potrebbe da P nel piano AB condurre la 
perpendicolare a BC , la quale sarebbe perpendicolare anche 
al piano MN , allora da una stesso punto d’ un piano si po- 
trebbero condurre a questo piano due perpendicolari , il che 
è impossibile ; dunque .... 

PROPOSIZIONE XXIX. 



TEOREMA. 

lin piano MN ( fig. 236 ) perpendicolare a due aliti AB 
cd AD , è perpendicolare alla loro comune intersezione AP. 

Di fallo , se dal punto P comune ai tre piani si eleva la 
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perpendicolare al piano MN , questa dovrà trovarsi tanto nel 
piano AB , quanto nel piano AD ; e dovrà p. c. essere la loro 
comune intersezione. 

Scolio t. Per una retta non perpendicolare ad un piano, non 
si può condurre ad esso che un sol piano perpendicolare. 

Scolio 2. Allorché tre rette che passano per uno stesso pun- 
to , sono perpendicolari tra loro a due a due, ciascuna di esse 
è perpendicolare al piano delle altre due ; ed i tre piani sono 
perpendicolari tra loro a due a due. Reciprocamente , se tre 
piani sono tra loro perpendicolari a due a due , le loro in- 
tersezioni sono anche perpendicolari tra loro a due a due. 

PROPOSIZIONE XXX. 

TEOREMA. 

Se da un punto M {fig. 233 c 231 ) preso dentro d'un an- 
nido diedro CABI) , si conducono le perpendicolari MG' ed 
MR' 'alle sue facce, l’angolo di queste rette à il supplemento 
dell'angolo rettilineo coirispondcntc all' angolo diedro. 

Supponiamo primieramente che le perpendicolari MC' ed .MD' 
incontrino le farce dell’angolo diedro (fig. 233). Per le rette 
MC' ed SII)' si faccia passare un piano MD’EC', il quale sarà 
perpendicolare a ciascuna delle facce dell’angolo diedro , c 
per conseguenza alla costola AB; onde D'EC' sarà l'angolo 
rettilineo corrispondente all’angolo diedro AB. Nel quadrila- 
tero MD'EG' i due angoli IV e C’ sono retti ; quindi i rima- 
nenti due M ed E sono supplementari. 

Se poi una delle perpendicolari MD’ incontra la faccia AD, 
e l'altra MC' (fig. 234) il prolungamento della faccia BG , 
eonducendo il piano MC'EIi' . si verranno a formare i due 
triangoli rettangoli JID'F , FC'E . i quali hanno gli angoli in F 
eguali come opposti al vertice, c l’angolo retto IV eguale 
all’angolo retto C', dunque il terzo angolo D'MF = C'EF ec. 

PROPOSIZIONE XXXI. 

TEOREMA. 

Ogni punto del piano bisellore d' un angolo diedro è egual- 
mente lontano dalle facce di quest’ angolo , ed ogni punto 
preso fuori del piano bisellore è disuguulmenle lontano dulie 
medesime facce. 

Di vero, pel punto M preso nell’angolo diedro AB (fig. 233), 
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si conducano le perpendicolari 311)', MC' alle sue facce, e per 
queste due rollo si conduca un piano , il quale sarà perpen- 
dicolare alla coslola AB nel punto E. Se il punlo 31 si trova 
nel piano Insellare di AB. si troverà pure sulla bisettrice del 
rettilineo D'EC' ; onde MD'=MC'. Se poi il punlo il sta fuori 
del piano biseltore, starà pure fuori della bisettrice del ret- 
tilineo D'EC', nel suo piano; ondo 31D'<o>MC'. 

Se dagli estremi A e B [ fìg. 220 ) d’ una retta AB, si coa- 
ducono le perpendicolari AC , BD sopra un’altra retta EF , la 
porzione CD della EF . diccsi projezione di Alt sopra EF. 

La retta CD ( fig. 221 ), che congiunge i piedi C e D delle 
perpendicolari condotte dagli estremi di una retta AB situala 
fuori di un piano MN. a questo piano, diccsi projezionc della 
rolla AB sui piano, il piano ABC!) dicesi piano projeltanle , 
ed il piano 31N , piano di projezionc. 

Per angolo di due rette che non s’ incontrano , s’intende 
1’ angolo formalo da una di queste rette con una parallela 
condotta da uno de’ suoi punti all’ altra. 

TEOREMI DI FACILE DIMOSTRAZIONE 



I. La projezionc «li una relln sopra un’ altra', è eguale al calcio «T un 
triangolo rctlang'do, che ha l’ipotcnusa eguale alla retta che si projetla , e 
l’angolo acuto addiaceule a questo cateto, eguale all'angolo acuto «lette 
due rette. 

II. Tra tulli gli angoli clic una retta obbliqua ad un piano la con le 
tette condotte pel suo piede nel piano; 

1) Il minimo è l'angolo aentò che la retta fa con la sua projezione , 
ed il massimo è I' addiaccine. 

2) Due angoli i cui lati nel piano fanno angoli eguali con la projezionc 
dell’ obbliqua. sono eguali. 

3) Di due angoli il maggiore è quello il cui lato nel piano (a angolo 
maggiore con la projezionc dell’ obbliqua. 

L’ angolo acuto formalo da una retta situala fuori d’un piano 
con la sua projezionc nel piano, dicesi angolo della retta col 
piano. 

Iti. Se «lue rette condotte da uno stesso punto fuori d’un piano, for- 
mano angoli eguali con una retta situata nei piano, (ormano angoli eguali 
col piano. 

IV. Due rette parallele formano angoli eguali con uno stesso 'piano. 

V. Due rette sono parallele se le loro porzioni situale da una stessa 
parte di un piano, formano angoli eguali ron questo piano, e se di più 
loro le projeziuni sul medesimo, sono parallele c dirette nello stesso verso. 

VI. Se due lince eguali ranno angoli eguali coti un piano, le loro pro- 
jezioni su questo piano souo eguali. 
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Lo spazio compreso Ira più piani (fig. 23 7) AVB.BVC.CVD, 
DVE.EVA , i quali passano per uno stesso punto V , e sono 
terminali alle relle VA,YB.VC,VD,YE, scgueudo le quali essi 
si tagliano a due a due nell'ordine nel quale si seguono, vieti 
detto angolo poliedro o angolo solido. 1. e rette VA,' Ylt, YC, cc. 

diconsi i luti o le costole, gli angoli A Vlt , BVC , CVD 

le facce, ed il punto V il vertice dell'angolo poliedro. Gli 
angoli diedri VA,YB,VC, . . . vengono delti angoli diedri dcl- 
i angolo poliedro. 

Un angolo poliedro vien dello in particolare angolo triedro, 
tetraedro ec. se ha tre , quattro . . . facce. 

Un angolo poliedro è detto convesso se è situato lutto da 
una stessa parte per rapporto a ciascuna delle sue facce , 
prolungala indefinitamente in tutti i versi. 

Parlandosi di angoli poliedri , purché non si avverta il con- 
trario , s' intenderà sempre di angoli poliedri convessi. 

Segue da questa definizione che ciascuna faccia e ciascun 
angolo diedro d’ un angolo poliedro convesso dev’ essere mi- 
nore di due relli. 

Se un piano incontra tulle le costole d' un angolo poliedro 
convesso , la sezione sarà un poligono convesso. 

PROPOSIZIONE XXXII. 

TEORESI. 

In ogni angolo triedro , una faccia qualunque è minore 
della somma delle altre due. 

Sia AVI! (fig. 233) la maggiore delle Ire facce dell’angolo 
triedro VARO, dico clic essa è minore di AVQ-t-CYR. 

Dall’ angolo AYR si tagli una porzione AVI) eguale ad AYC; 
si tiri una rolla ab, che tagli i lati YA ed YB nei punti a e b, 
questa taglierà la retta AD in un punto d ; si prenda sulla 
VG una porzione Ve eguale ad Vii, e si congiungano c a e cb. 

I due triangoli aYc , a\d hanno un angolo eguale compreso 
tra lali rispeilivamente eguali, sono perciò eguali; c p. c. 
ad = ac. Nel triangolo abe il Iato ab è minore di ac -+- cb ; 
ma ad— ac; dunque dò<c6. 1 due triangoli d\b,c\b hanno 
il lalo Y6 di comune, il lato Vii eguale al lato Ve, ed il 
terzo lalo db maggiore dL ub , dunque ang d\b < ang cVò ; 
e p. c. AVD DVB ^tfYC -+- CVB, ovvero AVB<AVC-bC VB. 

Conou. t. In ogniaftTfelo triedro una faccia qualunque 
è maggiore della differenza delle altre due. 

Coholi. 2. In ogni angolo triedro la somma delle tre facce 
è minore di quallro angoli retti. 
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Di fallo si prolunghi la costola VC del triedro convèsso 
VABC. olire il vertice V in C' , l’angolo triedro VABC' dà 
AYB < AVC' -r- BVC' ; onde 

AYB -i- AVC -4- BVC < AVC 4- AVC' -t- BVC 4- BVC' , 
ovvero 

AYB -h AVC 4- BVC < 4 retti. 

PROPOSIZIONE XXXIII. 

TEOREMA. 

Se da un punto V (fig. 239) preso dentro d* Un angolo 
triedro YABC . ri conducono le perpendicolari V'A',Y'B',V'C / 
alle tre facce BYC.AYC.AYB, esse determineranno un secondo 
angolo triedro Y'A'U'C/, le cui facce A'V'B' , B'V'C' , C'V'A' sa- 
ranno i supplementi degli angoli rcllilcnei corrispondenti agli 
angoli diedri YC , VA , YB del primo , ed i cui angoli diedri 
Y'C'.V'A'.V'B' avranno per rettilinei corrispondenti i supplì 
menti delle facce AYB , BVC , CVA. 

Di fatto , poiché VA' e V'C' sono rispettivamente perpendi- 
colari a CYB ed AYB, l’angolo A'V'C' è il supplemento del 
rettilineo corrispondente all’angolo diedro VB ec. 

Per dimostrare la seconda parte, supponiamo primieramente 
che il punto V si trovi nell’ angolo triedro V'. Poiché ciascuno 
de’ piani AYB,CVB è perpendicolare alla faccia A'V'C’, ( Prop.29 ) 
la VB è pure perpendicolare ad essa ; similmente la VC è 
perpendicolare alla faccia A'V'B'; dunque l’angolo BVC è il 
supplemento dell’ angolo rettilineo corrispondente all’ angolo 
diedro VA'. . . . 

Se il punto V si trova fuori delfangoto triedro V'; si prenda 
un punto V" nell’ interno di esso , e si conducano le perpen- 
dicolari V"A" , V"B" , V"C" alle facce del triedro V' ; 1’ angolo 
Y"A"B"C" avrà le sue facce eguali a quelle dell’ angolo V, per- 
chè le costole sono parallele nello stesso verso ; ina ec. cc. 

Scolio. 1. I due angoli triedri V c V'diconsi [supplementari. 

Scotio, 2. Il teorema precedente è vero pe r qualunque an- 
golo poliedro. 

PROPOSIZIONE XXXIV. 

TEOREMA. 

In ogni angolo triedro : 

1) Ciascuno de’ suoi angoli diedri aumentato di due diedri 
retti , è maggiore della somma degli altri due ; 

2) la somma de' tre angoli diedri è maggiore di due die- 
dri rolli ed è minore di sei. 

Sia VABC (fig. 238) un angolo triedro convesso, ed A,B,C, 
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siano i rellillnei corrispondenti ai suoi diedri YA,YB,VC ; le 
facce del triedro supplementare saranno 

2R — A , 2R — B , 2R — C , 



R indicando un angolo retto. 

1) Per la Prop. 32 si ha 

2R — A -f- 2R — B > 2R — C , 

2R — C A -4~ B ; 

2 diedri retti -+- VC >• VA -+- YB. 

Pel Coroll. 2.® della Prop. citata si ha ' 
4R>2R — A-4-2R — B + 2R — C; 

A -t- B -t- C > 2R ; 

VA -f- YB +_YC > 2 diedri retti. 

Siccome poi 

VA < 2 diedri retti , VB < 2 d: r: e VC < 2 d: r: , 
VA -+■ VB VC < 6 d: r: 



onde 
e p. c. 

2 ) 

onde 
e quindi 



si ha 



Un angolo triedro dicesi rettangolo , birellanjolo, trirctlan- 
golo , secondo che ha un sol angolo diedro retto , o ne ha 
due , o tre. 

Un angolo triedro è detto isoscele se ha due facce eguali; 
equiangolo se ha le tre facce eguali. 

PROPOSIZIONE XXXV. 

TEOBEJU. 

In ogni angolo triedro se due angoli diedri sono eguali , 
le facce ad essi opposte sono eguali. 

Sia VABC (fìg. HO) un angolo triedro che abbia il diedro 
Y T B eguale al diedro VA, dico che la faccia CVA è eguale alla 
faccia CYU- Si prenda un punto qualunque c sulla costola YC, 

21 
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e da esso si conducano i piani cap,cbp rispettivamente per- 
pendicolari alle costole VA e VB ; la cp , comune iuterseziono 
di questi piani, sarà perpendicolare al piano AYB, e gli an- 
goli cap,c bp saranno i rettilinei corrispondenti ai diedri VA 
c VB, o ai loro supplementi. 1 due triangoli rettangoli cpb ,cpa 
hanno il cateto cp di comune e l’angolo acuto cbp eguale all'an- 
golo acuto cap, sono perciò eguali, e p. c. cb—ca. I due trian- 
goli rettangoli cVb.cVa sono eguali, perchè hanno l’ipotcnusa di 
comune ed un cateto eguale ; dunque 1' angolo cVò è eguale 
all’ angolo cVa. 

Scolio. La precedente dimostrazione cade in difetto quando 
i diedri VA e VB sono retti, ma allora evidentemente gli an- 
goli CVA e CVB sono retti , e quindi eguali tra loro. 

Coroli. Se in un angolo triedro i tre diedri sano eguali 
tra loro , lo tre facce sono pure eguali tra loro. 

PROPOSIZIONE XXXVI. 

TEOREMA. 

Di due facce d’ un angolo triedro la maggiore è opposta 
all' angolo diedro maggiore. 

Sia VABC (fig. 211) un angolo triedro , che abbia il diedro 
VA maggfbre di VB, dico che la faccia CVB è maggiore della 
faccia CVA. 

Dall' angolo diedro BVAC si tagli la parte BVAD eguale al 
diedro VB ; il piano AVD taglierà la faccia CVB seguendo 
una retta VD. Pel teorema precedente la faccia DVB è eguale 
alla faccia l)VA ; ma nel triedro VACO la faccia AVC è minore 
di CVD -t- DVA ; dunque anche AVC < CVD.+ DVB , ovvero 
AVC < CVB. 

Scolio. Le reciproche delle due precedenti proposizioni sono 
’vere. 

PROPOSIZIONE XXXVII.' 

TEOREMA. 

Se si prolungano i lati d’ un angolo triedro oltre il vertice, 
si formerà un secondo angolo triedro, dia avrà le facce e 
gli angoli triedri rispettivamente eguali a quelli del primo; 
ma che non potrà ad esso soprapporsi che nel caso in cui 
è isoscele. 

Clic le facce e gli angoli diedri del triedro VA'B'C' (fig. 212) 
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sono rispeltivamenle eguali alle facce ed agli angoli diedri di 
VABC è chiaro , perciò non ci occuperemo che della seconda 
parie. 

Se i Ioli VA' e VB' si fanno coincidere rispeltivamenle coi 
lati VA e VB , la coslola VC' rimarrà da uua parie, c la VC 
dall'allra della faccia AVB , che sarà comune ai due triedri. 
Se invece facciamo coincidere VA' con VB e VB' con VA , lo 
costole VC e VC' si troveranno da una slessa parie della 
faccia comune AVB , e solamente nel caso in cui I’ angolo 
diedro VA è eguale all’ angolo diedro VB , e p. c. a VB', la 
faccia C'YB' coinciderà con CVA, e la faccia C'VA' con CVB. 
1 due angoli triedri VABC,VA'B'C' possono dunque coincidere 
nel solo caso in cui sono isosceli. 

Scolio 1. Due angoli poliedri tali che Io costole dell’ uno 
sono i prolungamenti dello costole dell’ altro, diconsi sim- 
metrici. 

Scolio 2. Sui Iati VA.VB.VC, si prendano delle porzioni 
eguali Va,Vò,Vc ; si congiungano aò, 6c.cn; si conduca la retta 
VO pel centro o del cerchio circoscritto al triangolo alte e 
pel verlice V , e si congiungano oa ,ob , oc. I triangoli Voa, 
Vo6 , Voc hanno i lati rispettivamente eguali , sono perciò 
eguali, e p. c. ang OVA = ang OVB = ang OVC. Supponiamo 
primieramente che o sia interno al triangolo abc. Gli angoli 
triedri isosceli VOAB , VOBC , VOAC sono soprapponibili ai 
loro simmetrici VO'A'B' , VO'B'C' , VO'A'C' , onde i due triedri 
simmetrici VABC , VA'B'C' sono scomponibili in parli soprap- 
ponibili. Se il punto o cadesse sopra uno de’ lati del trian- 
golo abc . i due triedri VABC , VA'B'C' sarebbero scomponi- 
bili in due parti soprapponibili. Se Gnalmenlo il punto o ca- 
desse fuori del triangolo abc , ciascuno de’ triedri sarebbe 
scomponibile in tre parli rispeltivamenle soprapponibili , una 
di esse però dovrebbe sottrarsi dalla somma delle altre due. 



PROPOSIZIONE XXXVIII. 

TEOnEJIA, 



Ogni angolo triedro è guanto la semisomma de’ suoi die- 
dri , diminuita di un diedro retto. 

1) Supponiamo primieramente un angolo triedro convesso 
VABC ( fig.243 ) che dinoteremo semplicemente con V. Indi- 
chiamo con VA , VB , VC i suoi tre diedri, c prolunghiamo le 
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sue facce indefini linamente oltre le costole , avremo 

VABC -+- VABC' = YC , 

VABC 4- VAB'C = VB , 

VABC -t- VA'BC = VA ; 

e dopo aver sostituito all’ angolo VAB'C il suo equivalente 
VA'BC' , addizionando le precedenti eguaglianze , ed osser- 
vando che 



VABC VABC' -+- VA'BC' VA'BC = 2 diedri retti r 
avremo 

2V -h 2 d. r. = VA -t- VB VC ; 

onde 



V = 



VA + VB + VC 
2 



1 d. r. 



2) Se dinotiamo con V, l’ angolo triedro che ha per facce 
BVA , BVC , 4R — AVC , c per diedri 



2 d. r. — VA , 4 d. r. — VB , 2 d. r. — VC , 



VA , VB , VC indicando sempre i diedri del triedro convesso 
V , evidentemente avremo 



V, = 2 d. r. — V = 3 d. r. 



VA + VB + VC 
2 



ovvero 

,, (2rf. r. — VA ) + ( 4 d. r. — VB ) + ( 2 d. r. — VC) , , 

v, — 1 a. r. 

3) Se dinotiamo con V, l’angolo triedro che t ha per facce 
quelle di V, , e per diedri 

2 d. r. •+• VA , VB , 2 d. r.-t-VC, 

avremo 

V, = 4 d.r. — V, , c p. c. 

tt (2 d. r. + VA ) + VB + ( 2 d. r. + VC) , _ 

V| — j «— t o. r. 
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4) Finalmente se dinotiamo con V s il triedro che ha per 
facce quelle di V , e per diedri 

4 d. r. — Y A , 4 d. r. — VB , 4 d. r. — VC , 
è chiaro che V s = 4 d. r. — V , 

e p. c. 

y 3 — ( 4 «t- r. — VA ) -f ( 4 tf. r. — VB ) + ( 4 d. r. — VC ) { ^ f 



PROPOSIZIONE XXXIX. 



TEOREMA. 

Due angoli triedri VABC , V'A'B'C' ( fig. 211 ) sono eguali 
o simmetrici se hanno una faccia eguale, ( AVB=A'V'B') ad - . 
diacente a due diedri rispettivamente eguali ( VA = V'A' , 
VB = V'B' ). 

Soprapponiamo i due triedri in modo che le costole VA e 
VB coincidano con V'A' e V'B', e supponiamo che VC e V'C, 
si trovino da una stessa parte per rapporto alla faccia co- 
mune A'Y'B'. Siccome I* angolo diedro VA è eguale all’ angolo 
diedro V'A' , la faccia AVC cadrà sulla faccia A'V'C' ; e sic- 
come il diedro VB è eguale al diedro V'B', la faccia BVC cadrà 
sulla faccia B'V'C' ; onde VC coinciderà con V'C' , ed i due 
triedri coincideranno. 

Se VC e V'C' non si trovassero dalla medesima parte della 
faccia comune , l’angolo triedro VABC potrebbe coincidere col 
triedro V'A"B"C" simmetrico di V'A'B'C'. 



PROPOSIZIONE XL. 



TEOREMA. 

Due angoli triedri VABC, V'A'B'C’ (fig. SiS ) sono eguali o 
simmetrici se hanno un angolo diedro eguale (VC=V'C') com- 
preso tra due facce rispettivamente eguali ( AVC = A'V'C', 
BVC = B'V'C' >. . 

4.* Dim. (analoga alla precedente). 

2.* Dim. Si costruiscano i triedri vabe c v'a'b'c' supple- 
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mentori dei triedri V e V'. Poiché VC=Y'C', sarà avb—a'v'b', 
e poiché AVC=A'Y'C' e BVC=B'V'C', sarà vb=v'b' e va=v'a'. 
1 due triedri v e v' hanno una faccia eguale addiacenle a due 
diedri rispettivamente eguali , dunque le rimanenti parti del- 
l’uno sono eguali alle rimanenti parli dell’ altro: vaio a dira 
ve — v'c ' , bvc = bVc' ed ave — a'v'c' ; e p. c. AVB = A'Y'B', 
VA = VA’ e VB = V'B\ ec. ec. 



PROPOSIZIONE XLI. 



TEOREMI. 



Due angoli triedri YABC , Y'A'B'C' ( fìg. 2t6 ) sono egua- 
li o simmetrici se hanno due facce rispettivamente eguali 
’( AVC = A’V'C' ,BVO=B' V'C') ed un diedro opposto ad una 
di queste facce , eguale a quello opposto alta farcia eguale, 
( VA = V'A') , purché i rimanenti diedri (VB . V’B') opposti 
alle rimanenti facce eguali , siano della stessa specie , e le 
costole comuni alle facce eguali, non siano perpendicolari alle 
rimanenti facce. 



Supponiamo primieramente che la disposizione deile parti 
sia la stessa nelle due figure. 

Se per soprapporre i due triedri si pone la faccia AYC sulla 
sua eguale A'V'C', essendo VA — V'A', la faccia AVB cadrà 
sopra A'V'B' , ed il lato YB dico che cadrà sopra V'B'. 

Iti fatto , supponiamo clic VB non cada sopra V'B' , ma 
prenda la posizione V'B". il triedro V'B'C'B" ha le due facce 
B'V’C' , C'V'B" eguali . (lercio i suoi diedri opposti a queste 
facce saranno eguali ; ma CVBA eguale a C'V'F'A' è della 
stessa specie di C'V'BTÌ" eguale a C'V’B"B' ; dunque i due an- 
goli C'V'B"B' , C'V'B"A' dovrebbero essere della stessa specie, e 
quindi retti ec. ec. 

Nel caso che la disposizione delle parli non fosso la stessa 
nei due triedri, il primo si soprapporrebbe al simmetrico del 
secondo. 

E chiaro poi che se YC fosse perpendicolare ad AVB e V'C' 
ad A'V'C' i due triedri potrebbero non essere eguali. 
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PROPOSIZIONE XLII. 

TEOREMA. 

Due angoli triedri sono eguali o simmetrici se hanno due 
angoli diedri rispettivamente eguali , ed una faccia opposta 
ad uno di questi diedri , eguale a quella opposta al diedro 
eguale , purché le rimanenti facce opposte ai rimanenti die- 
dri eguali , siano della stessa specie , ed i lati comuni alle 
facce opposte ui diedri eguali, non siano perpendicolari alle 
rimanenti facce. 

Dim. facile mediante i triedri supplementari. 

PROPOSIZIONE XI.III. 

TEORESI. 

Due angoli triedri YABC.V'A'B'C' ( fìg. Sii ) sono eguali o 
simmetrici se hanno le facce rispettivamente eguali. 

Supponiamo che la disposizione delle facce sia la stessa nei 
due triedri. 

Sui lati de' due angoli; si prendano delle porzioni egual- 
T a , V b , Ve , W , V'ò' , \"c' , e si congiungano ab , bc , ca , 
a'b' , b'c' , c'a'. 

Sarà facile il vedere che ab za a'b ' , 6c = ò'c' ed ac=a'c' y 
onde i due triangoli abe , a'b' c' sono eguali , e che i centri 
o ed o' de’ cerchi circoscritti a questi triangoli , sono i piedi 
delle perpendicolari condotte dai vertici V e V' ai piani ab c , 
a'b'c'. Si congiunga ao , a'o'. I due triangoli rettangoli Tao . 
V'a'o' sono eguali ; e p. c. Vo=V'o'. Pongasi ora il triedro V 
sopra V' , facendo coincidere i triangoli abe , a'b'c' , il vertice 
V cadrà in V', ec. ec. 

Coboll. Due angoli triedri sono eguali , o simmetrici , se 
hanno le costole parallele rispettivamente e dirette nello stesso 
terso , o in verso contrario. 

PROPOSIZIONE XLIV. 

TEOREMA. 

Due angoli triedri sono eguali o simmetrici se hanno gli 
angoli diedri rispettivamente eguali. 

Dim. facile mediante i triedri supplementari. 
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PROPOSIZIONE XLV. 

TEOREMA. 

In ogni angolo poliedro VABCD (fig. 218) una faccia qua- 
lunque è minore della somma di tutte le altre. 

Sia AVB la maggiore delle facce , dico che essa è minore 
della somma di tulle le altre. 

Di fatto , se conduciamo i piani AVO , AVD , avremo 
AYB < BVC -+- A VC , 

AVC < CVD -+- AVD , 

AVD < DVE ÈVA ; 

dunque , addizionando ed omettendo i termini comuni , 

AVB < BVC -+- CVD -h DVE •+■ ÈVA. 

PROPOSIZIONE XLYI. 

TEOREMA. 

La somma delle facce di un angolo poliedro convesso 
VABCDE ... ( fig. 219) è minore di quattro retti. 

Si prolunghino i piani delle facce AVB.DVC finché s’in- 
* contrino seguendo la reità VF ; avremo 

BVC < BVF , FVC ; 

e p. c. la somma delle facce dell’angolo poi iedro VABCDE... 
è minore della somma delle facce dell'angolo poliedro VAFDE... 
che ha una faccia di meno. Similmente si proverebbe che la 
somma delle facce dell’ angolo VAFDE ... è minore della 
somma delle facce d' un angolo poliedro che ha una faccia di 
meno. Cosi continuando si arriverà ad un angolo triedro ; 
ma la somma dello facce di quest’ ullimo è sempre Iminorc 
di quattro retti; dunque con più ragione sarà minore di, quat- 
tro retti la somma delle facce dell’ angolo VABCDE. . . 

PROPOSIZIONE XLVII. 



TEOREMA. 

In ogni angolo poliedro convesso , la somma degli angoli 
diedri : 
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1) È minore .del prodotto .di due retti pel numero delle 
facce : 

2) È maggiore di questo slesso prodotto diminuito di quat- 
tro retti. 

1) Ciascun angolo diedro dell’ angolo poliedro è minore di 
due retti , ed il numero degli angoli diedri è eguale al nu- 
mero delle facce. . . 

2) L’angolo poliedro si può scomporre in tanti angoli triedri 
quanl' è il numero delle facce meno due ; la somma degli 
angoli diedri dell' angolo poliedro è eguale alla somma degli 
angoli diedri di tulli gli angoli triedri nei quali è stalo scom- 
posto ; in ciascun angolo triedro la somma de’ diedri è mag- 
giore di due retti ; dunque . . . 



PROPOSIZIONE XLVIII. 

TEORESI 

Ogni angolo poliedro è quanto la semisomma de' suoi die- 
dri, diminuita di un diedro retto ripetuto tante volte quan- 
*’ è il numero delle facce meno due. 

( Facile ) 



PROPOSIZIONE XLIX. 

TEOREMA 

Due angoli poliedri simmetrici possono scomporsi in parti 
Bopraponibili. 

Di fatto i due angoli poliedri possono scomporsi in angoli 
triedri simmetrici. . . . ( Vedi Prop. 37 Scol. 2. ) 



PROPOSIZIONE L. 

TEOREMA 

Due angoli poliedri sono eguali , o simmetrici se , ad ec- 
cezione di tre facce consecutive , hanno tutte le facce e tutti 
gli angoli diedri eguali, e la loro disposiziona è la stessa, 
o è inversa nelle due figure. 

( Facile ) 

*>=> 

mm 
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PROPOSIZIONE LI. 



TEORESA. 

Due angoli poliedri sono eguali , o simmetrici se , ad ec- 
cezione di due facce e dell’angolo diedro da esse compreso , 
hanno tutte le facce e tulli gli angoli diedri eguali , e là 
loro disposizione è la stessa , o è inversa nelle due figure. 

( Facile ) 



PROPOSIZIONE LII. 



TEORESA. 

Due angoli poliedri sono eguali , o simmetrici se , ad ec- 
cezione di una faccia e di due angoli diedri addiacenti , han- 
no tutte le facce e tutti gli angoli diedri, eguali, e la loro 
disposizione è la stessa, o è inversa nelle due figure. 

( Facile ) 



PROPOSIZIONE LIII. 

TEORESA. 

Due angoli poliedri sono eguali , o simmetrici se , ad ec- 
cezione di tre angoli diedri consecutivi, hanno tulle le facce 
e lutli gli angoli diedri eguali , e la loro disposiziom c la 
stessa, o è inversa nelle due figure. 

(Facile) 

Diccsi poliedro ogni corpo terminalo da piani , i quali, li- 
mitati dalle loro mutue intersezioni, diconsi facce del poliedro. 

Si chiamano angoli d’ un poliedro gli angoli poliedri for- 
mati dalle facce. 1 vertici di quesli angoli diconsi vertici del 
poliedro. I lati delle facce d' un poliedro prendono il nome 
di lati o costole del poliedro. Ogni retta che unisce due ver- 
tici d'un poliedro non situali in una stessa faccia, dicesi dia- 
gonale del poliedro. 

Dicesi tetraedro un poliedro che ha quattro facce ; esso è 
il più semplice de’ poliedri; pentaedro, quello che ha cinque 
facce ; esaedro quello che ne ha sei ; ottaedro quello che ne 
ha otto ; dodecaedro quello che ne ha dodici ; icosaedro 
quello che nc ha venti. 
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Un poliedro è dello convesso se è silualo tulio da una parte 
per rapporto a ciascuna delle sue faecc prolungale indefini- 
tamente. 

La superficie d’ un poliedro convesso non può essere in- 
contrala da una retta in più di due punti. ( Vedi poligono 
cono. Lib. i. ) 

Un poliedro è detto regolare quando tutte le sue facce sono 
poligoni regolari eguali , ed i suoi angoli poliedri sono eguali 
tra loro. 

Se indichiamo con V il numero de’ vertici d'un poliedro 
regolare , con F il numero delle facce , con L il numero di 
tutte le sue costole , con » il numero delle costole che pas- 
sano per ogni vertice e con n' quello de’ lati d' ogni faccia , 
siccome ogni costola d' un poliedro è comune a due facce e 
passa per due vertici , evidentemente avremo 

nV = 2L,n'F = 2L ; 

ondo 

«V = n'F. 



PROPOSIZIONE LIY. 

TEOREMA. ‘ 

In ogni poliedro il numero delle facce più il numero dei 
vertici è quanto il numero de’ lati più due. 

Siano a,b.c, . . . g ,h {fvg. 2Ò0 ) de’ poligoni uniti fra loro 
per mezzo di lati comuni , in modo però che ciascun lato non 
appartenga a più di due poligoni, c che i lati, i quali eia 
scun poligono ha di comune col rimanente della rete , siano 
consecutivi , c vi siano de’ lati appartenenti ad un sol poli- 
gono. Indichiamo con F il numero de’ poligoni , con V il nu- 
mero de’ vertici e con L il numero di tutti i lati della figura; 
togliamo il poligono h , che supporremo abbia « lati non co- 
muni con altri poligoni , ed indichiamo con F r , V' ed L' nella 
nuova figura , ciò che F, V ed L indicavano nella primitiva; 
avremo 

F = F' -t- 1 , V = V' -f- « — I , L = L' -t- n ; 

c togliendo dalla somma delle due prime di queste egua- 
glianze , la terza , 

F-f-V -L = F'-h V — L'; 
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onde il numero F-t-V — L è costante; ma per una sola faccia 
questo numero ò evidentemente 1 ; dunque F-+-Y — L = i , 
e p. c. 

F + Y=:L-+- 1. 



Posto ciò indichiamo con F il numero delle facce d’ un 
poliedro , con V il numero de' vertici c con L il numero dei 
lati. Se togliamo una faccia qualunque , la rimanente porzione 
della superficie formerà una rete di poligoni per la quale 
F — Ih-V = L + 1, ovvero 

F-t-V=L-t-2. (1) 

Scotio. Siccome non si può formare un angolo poliedro con 
meno di tre facce , e siccome la somma delle facce d’un an- 
golo poliedro è sempre minore di quattro angoli retti, le facce 
d' un poliedro regolare non possono essere che o triangoli 
equilateri, o quadrati, o pentagoni regolari. 

Noi casi in cui le facce sono triangoli equilateri , ciascun 
angolo poliedro può tenere o tre, o quattro, o cinque facce. 
Se ogni angolo poliedro ha tre facce, il numero de’ vertici 

3P 

del poliedro , indicando con F il numero delle facce , è y 

• jp 

ossia F, cd il numero delle costole è -5- ; e sostituendo que- 

3F 

valori in (t) avremo F-4-F=y-H2, d’ onde F = i. 

Se ogni angolo poliedro ha quattro facce , troveremo in si- 
mil modo F = 8 ; e se ogni angolo poliedro ha cinque facce, 
F = 20. 

Se le facce del poliedro regolare sono quadrali . ciascun 
angolo poliedro non può tenere che tre facce. In tal caso ii 

4F 

numero de’ vertici del poliedro è y , ed il numero de’ lati 2F, 

quindi F-t-y = 2F-f- 2; d'onde F=6. 

Se le facce sono pentagoni regolari , ciascun angolo polie- 
dro non può tenere che tre facce. In tal caso il numero dei 

vertici del poliedro è — , il numero de’Iuli -^;e p.c. F=12. 

Da quanto si è detto risulta che non vi possono essere che 
cinque poliedri regolari — Tetraedro, dodecaedro, icosaedro, 
esaedro , ottaedro. 
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PROPOSIZIONE LV. 

PROBLEMA. 



In ogni poliedro la somma degli angoli delle facce è eguale 
a lutile volte quattro relli , guani’ è il numero dei vertici 
meno 2. 

I)i folto, per ciascuna faccia la somma degli angoli interni 
è eguale a fonie volle due relli quanl’è il numero de' foli 
meno due ; quindi , osservando clic ciascun foto del poliedro 
è comune a due facce . la somma degli angoli interni di (ulte 
le facce è eguale a tante volle due retti, quanl’è la differenza 
tra due volle il numero delle costole del poliedro e due volle 
il numero delle facce . ovvero a 2L — 2F volle due relli , o 
L — F volte quattro retti; ma L — F=V — 2; dunque.... 

Se dai vertici d'un poligono ABCDE (fig. 2òil) si condu- 
cono delle rellc parallele AA',BB',CC'. . . finché incontrano 
un piano MN parallelo al piano del poligono AI1CDE nei punii 
A'.B'.C'.D'.E', si determinerà un poliedro ABCDEA'B'C’D'E' , 
detto prisma , nel quale la faccia superiore A'B'C'D'E' avrà i 
lati eguali c paralleli a quelli del poligono ABCDE. e perciò 
sarà ad esso eguale, c le facce laterali ABB'A',BCC'B' . . . 
saranno parallelogrammi. I due poligoni ABCDE, A'B'C'D'E' si 
dicono le. basi del prisma , c la loro distanza , altezza del 
prisma. L' insieme delle facce laterali dicesi superficie laterale 
del prisma. 

Un prisma dicesi retto o obliquo secondo che le costolo 
laterali AA'.BB' . . . sono perpendicolari o oblique alle basi. 

Ogni sezione folla in un prisma con un piano perpendico- 
lare alle costole laterali , dicesi sezione retta del psisina. 

Un prisma dicesi triangolare , quadrangolare , pentago- 
nale . . . , secondo che le basi sono triangoli , quadrilateri , 
pentagoni . . . 

Se le basi di un prisma sono parallelogrammi , tulle le suo 
facce sono parallelogrammi, e vicn dello parallelepipedo. 

Se le basi di un parallelepipedo retto sono rettangoli, tutte 
le sue facce sono rettangoli , e vicn detto parallelepipedo ret- 
tangolo. L’ esaedro regolare / dello ancora cubo, è un paral- 
lcpipcdo rettangolo, le cui facce sono quadrali. 

Se si taglia un angolo poliedro con un piano, che incontra 
tulle le sue costole, il poliedro compreso tra le facce dell - an- 
golo cd il piano segante , diccsi piramide. Il poligono de- 
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terminalo dall’ intersezione del piano segante con le facce del- 
1' angolo poliedro, dicesi base della piramide. 11 vertice del- 
l’ angolo poliedro opposto alla base, tliccsi vertice della pira- 
mide ; la sua distanza dalla, base , dicesi altezza della pi- 
ramide. 

Una piramide vien della triangolare , quadrangolare, pen- 
tagonale . . . secondo che la base ù un triangolo, un quadrila- 
tero, un pentagono .... 

Una piramide vien della regolare , quando la sua base è 
un poligono regolare, e la perpendicolare abbassala dal ver- 
tice sulla base , passa pei centro della base; questa retta di- 
cesi asse della piramide. 

PROPOSIZIONE LYI. 

TEOREMA. 

Le sezioni fatte in un prisma con piani paralleli , sono 
eguali. 

Pi fallo, è facile vedere che lali sezioni sono poligoni eh# 
hanno i lati rispellivamente eguali e paralleli. 

Canon. Ogni sezione fatta in un prisma con un piano pa- 
rallelo alla base , è un poligono eguale alla base. 

Scolio. Le sezioni rette in un prisma sono tulle eguali 
tra loro. 



PROPOSIZIONE LYII. 

TEOREMA. 

Qualunque piano parallelo alla base di una piramide, di- 
vide le costole laterali c V altezza in segmenti proporzionali. 

Siano a,b,c,d,e,o, (fig. 2.52) i punii nei quali un piano pa- 
rallelo alla base della piramide YARCDE taglia le costole la- 
terali VA.YB ... e 1' altezza SO, dico clic 
(1) Y« : aA = V b : &B = Ve : cC . . . = YO : oO. 

Di fallo siccome le porzioni di rette comprese Ira piani pa- 
ralleli sono proporzionali , conducendo pel punto Y un piano 
parallelo alla base ARCHE , avremo imracdialutnenlc la (l). 

Coroll. Da (1) si ha pure 

Ya : YA = Y b : VB = Yc : YC . . . 



Digitized by Googli 




unito QUINTO 115 

Scolio 1 . La superficie omotetica ad un piano , è un piano 
ad esso parallelo. 

Scolio. 2. Ogni sezione fatta in una piramide con un piano 
parallelo alla base è un poligono omotetico alla base. 

PROPOSIZIONE LVIH. 

TEOREMA. 

Due prismi sono eguali quando hanno un angolo triedro 
eguale compreso fra tre facce rispettivamente eguali. 

Siano AH ed A'H' ( fìg . 233) due prismi che abbiano l’an- 
golo triedro A eguale all’ angolo triedro A' e le tre fac- 
ce ABCDE , ABGF , AERE , rispettivamente eguali alle facce 
A'B'C'D'E' , A'B'G'F' , A'E'K'F' , dico che essi sono eguali. 

Di fallo, si soprapponga il prisma A'II' al prisma AH in modo 
che gli angoli eguali A' ed A coincidano ; le facce A'B'C'D'E', 
A'B'G'F , A'E'R'F' coincideranno con le facce ABCDE , ABGF, 
AEKF. I lati F'G' ed F'K' coincidendo co’ lati KG , FR , la fac- 
cia F'G'HTR' coinciderà con la sua cgualo FGIIIR; e sarà fa- 
cile il vedere die le rimanenti facce del primo prisma coin- 
cideranno con le rimanenti facce del secondo ; onde i due 
prismi coincideranno, c perciò saranno eguali. 

Coiioll. Due prismi retti sono eguali se hanno le basi eguali 
e le altezze eguali. 

Scolio. Per la determinazione di un prisma, la cui base ha 
« lati, sono necessarie 2n. condizioni. 

PROPOSIZIONE LIX. 

TEOREMA. 

Due piramidi sono eguali quando hanno un angolo die- 
dro eguale compreso Ira la base ed ,una faccia laterale ri- 
spettivamente eguali e disposte nello sless’ ordine. 

( Facile mediante la soprapposizione ). 

Cokoll. Due tetraedri sono eguali se hanno : 

1) tre facce eguali e similmente disposte, o 

2) un angolo diedro eguale compreso tra facce eguali cia- 
scuna a ciascuna , o 

3) una faccia eguale . c gli angoli diedri addiaceuli eguali 
ciascuno a ciascuno c similmente disposti , o 

4) i lati eguali e disposti nello stesso modo. 

Scolio. Per la determinazione di una piramide, la cui base 
ha n lati , sono necessarie 2» condizioni. 
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PROPOSIZIONE LX. 

TEOREMA. 

Ili ogni parallelepipedo : 

1) le facce opposte sono eguali e parallele : 

2) gli angoli triedri opposti sono simmetrici : 

3) le diagonali si tagliano mutuamente in parli eguali. 

1) Di fatto, nel parallelepipedo AG ( fig . 251), le basi 

ABCD.EFGH sono eguali e parallele per definizione; le facce 

ABFE,T)CGH sono eguali e parallele perchè AB ed AE sono 

rispettiva meri te eguali e parallele a DC e DII : e le facce 

ADHE , BCGF sono eguali e parallele perchè AD ed AE sono 

rispettivamente eguali e parallele a BC e BF. 

2) Se si prolungano i lati HG.FG.CG oltre il vertice G, 
si determinerà un angolo triedro GF'C'H' avente i lati paral- 
leli e nello stesso verso di quelli. dell’angolo ABED, e p. c. 
questi due angoli saranno eguali ; ma GF'C'H' è simmetrico a 
GFC11 , dunque anche GFCH ed ABDE saranno simmetrici. — 
Simile dimostrazione per gli altri angoli. 

3) Consideriamo due diagonali qualunque DF ed EC. Se 
si congiungono ED ed FC la figura EFCI) sarà un parallelo- 
grammo, e p. c. le sue diagonali EC e DF si taglieranno mu- 
tuamente in parti eguali. 

Scolio 1. 11 punto 0 d’intersezione delle quattro diagonali 
dicesi centro del parallelepipedo. 

Scolio 2. In ogni parallelepipedo la somma de' quadrati 
delle diagonali è quanto la somma de’ quadrali delle dodici 
costole. 

Di fatto , il parallelogrammo DEFC ci dà 
DF* -T- ÉC* = 2DC* -+- 2DL* , 
ed il parallelogrammo ABGII , 

AG* -t-BH* = 2 AB* -4- 2 aTT 1 . 

Addizionando queste eguaglianze ed osservando che 
ÀIT* -+- DE* = 2ÀE* -+• 2 AD* , 
e che DC = AB , avremo 

AG* - 4 - BH* -F- CE* -+- DF* r= 4 AB* -4- 4AE* -f- 4 AD*. 

Coiioll. In ogni purallelepipcdo rettangolo , ti quadrato 
di una diagonale è quanto la somma de’ quadrali delle tre 
co stole che partono da uno slesso vertice. 
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PROBLEMA i. 



Per un dato punto condurre il piano perpendicolare ad 
una dola retta. 



1) Il punto dato sla sulla retta. — Si conducano pel dato 
punto due perpendicolari alla retta ; il piano che passa per 
esse ò il piano richiesto. 

2) Il punto dato sta fuori della retta. — Si conduca pel 
punto dato la perpendicolare alla retta data, c pel suo piede 
si conduca una seconda perpendicolare alla retta data ; ec. 

PROBLEMA 2. 



I)a un punto dato fuori d’ un piano, condurre la perpen- 
dicolare a questo piano. 



Si determinino sul piano tre punti egualmente lontani dal 
punto dato ; la retta che congiunge il centro della circonfe- 
renza che passa per essi , col punto dato , sarà la perpendi- 
colare richiesta. 



PROBLEMA 3. 



Da un punto dato in un piano , condurre la perpendico- 
lare a questo piano. 



Per un punto qualunque preso fuori del piano, si conduca 
una perpendicolare al piano , e pel punto dato si conduca ad 
essa la parallela ; questa sarà la richiesta perpendicolare. 
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PROBLEMA 4. 



Costruire la minima distanza di due rette. 



Per un punto qualunque di una delle due rette si conduca 
una paralleli all' altra; si determinerà così un piano parallelo 
alla seconda retta. Si projetli la seconda retta su questo piano; 
dal punto d’ intersezione della prima retta con la projezionc 
della seconda , si elevi a questo stesso piano la perpendico- 
lare; questa, terminata alla sua intersezione con la prima retta, 
sarà la distanza richiesta. 

PROBLEMA 5. 

Date le tre facce d' un angolo triedro , determinare con una 
costruzione piana i tre angoli rettilinei corrispondenti ai tre 
angoli diedri. 

Sia VABC (fig.235) un angolo triedro del quale si cono- 
scano le facce. Da un punto qualunque a della costola VA , 
si conducano tre piani opy , ahi' mi ucP rispettivamente per- 
pendicolari alle costole VA , VII c VC ; se il punto P , piede 
dell’ intersezione de’ due piani «6P ed ncP , la quale è per- 
pendicolare alla faccia BYC , cade dentro 1' angolo BVC , gli 
angoli pay , c/òP ed od* sono i Ire angoli rettilinei corrispon- 
denti ai tre angoli diedri VA , VB c VC. Quando il punto P 
cade a sinistra della VB , l'angolo abP è il rettilìneo corri- 
spondente al supplemento del diedro VB ; e quando il punto 
P cade a destra della VC, l'angolo acP è il rettilineo corri- 
spondente al supplemento del diedro VC. 

Per determinare con una costruzione piana i tre angoli 
aòP.acP e pay , si facciano sopra un piano i tre angoli 
A'V'B' , B'VC' e CTA", rispettivamente eguali ai tre angoli 
AVB,BVC e CVA del triedro V ; si prendano sopra V'A' c VA" 
le porzioni Va' e Va", entrambe eguali a Va; dai punti a’ 
cd a" si conducano a VB’ ed a VC le perpendicolari db' ed 
u"c' , e sia P il loro punto d’intersezione; col punto b' come 
centro c col raggio b'a si descriva una semicirconferenza ; si 
elevi alla u'b' dal punto P* la perpendicolare P'a'" , la quale 
incontrerà la descritta semicirconferenza in un punto a'"; si 
congiunga u"'ò': sarà a"VP'=aòB. — In fallo, i due triangoli 
rettangoli V ab.X'a'b sono eguali, onde Xb—X'b ' ; i due trian- 
goli rettangoli Yac , V'a"c' sono eguali, onde Ve == Ve'; i due 
quadrilateri VbPc e Vb'P'c’ sono eguali , e perciò bP = b’P' c 
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cP=e'P'; i duo triangoli rettangoli aVb ed a'"P'b' sono eguali , 
e p. c. a'"6'P'=aP6. Similmente si troverebbe l’ angolo a» c'P 
eguale ad acP. 

Dai punii a' ed a" si elevino le rette a'/ ed aV rispelliva- 
menlc perpendicolari a VA' ed a VA"; si congiungano tra 
loro i punii / e y 1 , dove le delle perpendicolari incontrano 
rispettivamente VB' e VC' ; col centro / c col raggio /a' si 
descriva un arco, c col centro y e col raggio y'a" si descriva 
un secondo arco, e sia <* un punto d’intersezione di questi 
ardii; si congiungano «/ ed *y', dico che ang/*y'=ang/3ay. — 
Di fatto, i due triangoli V«^ e Va'/ sono eguali, onde 0 , 5 = 0 '/ e 
= V'/ : i due triangoli Vay e Vo'V sono eguali , ondo 
a- =u'V e W=Vy ; i due triangoli V/Sy c V/y sono eguali, 
perciò /3> = /y' ; i due triangoli apy ed */y' hanno i tre 
lati rispettivamente eguali, e p, c. ang/soy = ang/«y\ 

PROBLEMA 6. 

Date due facce AVB . BYC ( fig. 25S) d’ un angolo triedro 
V , e V angolo diedro YB da esse compreso , determinare le 
rimanenti parti. 

Sopra un piano si costruiscano i due angoli adjaccnli AVB', 
B'V'C' rispeltivamenlc eguali ad AVB, BYC; da un punto qua- 
lunque o' del lato VA' si conduca ab' perpendicolare a VII’, 
e si prolunghi in P ; facciasi 1’ angolo Pò’F eguale al rettili- 
neo corrispondente ai diedro YB ; sopra b'F' prendasi b'a"'=db'a'\ 
si conduca a"'P' perpendicolare ad ab' ; dal piede P' di questa 
perpendicolare si conduca P’c' perpendicolare a VC' e si pro- 
lunghi ; col punto V' come centro e col raggio Va' si descriva 
un arco , c sia a" il punto in cui esso taglia P'c' a destra di 
VC'; si congiunga Y'a"; c'V'a" sarà la terza faccia dell'angolo 
triedro — ( facile ). Determinata la terza faccia , sarà facile 
( Probi, prec. ) determinare le rimanenti parli. 

PROBLEMA 7. 

Date due facce AVB , BYC ( fig. 2,116 (a) ) d’ un angolo trie- 
dro V, e f angolo diedro VC opposto alla faccia AVB , de- 
terminare le rimanenti parli. 

Per un punto qualunque c della costola YC si conduca un 
piano «c b ad essa perpendicolare , e p. c. perpendicolare an- 
che al piano BYC , ed al piano AYC , c siano cb c c* le in- 
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tersczioni di questo piano con le due facce BVC ed AVC ; 
saia »cò l’ angolo rettilineo corrispondente all’angolo diedro 
dato. Dal punto b si conduca bd perpendicolare al piano BVC, 
e sia d il punto dov’ essa incontra la c* prolungata se biso- 
gna ; dallo stesso pnnlo b nel piano BVc, si conduca by per- 
pendicolare a VB e si conginnga dy , la quale, prolungala se 
bisogna, taglierà la costola VA in un punto a : si conduca aP 
perpendicolare a BVC , c dal piede P si conduca Pm perpen- 
dicolare a VC. Ciò posto si faccia rotare la faccia BVA intorno 
a BV finché venga a cadere nel piano della faccia BVC , alla 
sinistra di VB, il punto a descriverà un arco di cerchio net 
piano dby , e verrà a situarsi sul prolungamento di Pò. Si- 
milmente si faccia rotare la faccia AVC intorno a VC finché 
venga a cadere net piano della faccia BVC, alla destra di \'C, 
il punto a verrà a situarsi nel prolungamento di Pm. Final- 
mente facciamo rotare i due, piani dbc c dby intorno a 6c e 
by , ed avremo cosi la figura (ò). Dopo ciò il problema nuu 
presenta difficoltà. 

Scolio. 1. 11 problema può ammettere o due soluzioni , o 
una sola , o nessuna. 

Scolio. 2. I rimanenti tre casi della risoluzione , degli an- 
goli triedri , si riducono ai precedenti mediante i triedri sup- 
pleinoutari. 



PROBLEMA 8. 

Costruire un tetraedro regolare conoscendo un lato AB. 

Sul dalo lato AB ( fig . 2S7) si costruisca un triangolo equi- 
latero ABC ; dal centro 0 di questo triangolo si elevi la per- 
pendicolare al piano ABC , e su di essa si prenda una por- 
zione OD tale, clic congiungendo il punto D col punto A. ri- 
sulti DA=AB ; si congiungano DB e DC, dico che il tetraedro 
DABC così delcrminalo , è regolare. 

Di fallo , poiché OA = Oli = OC , sarà DA = DB = DC ; 
ma DA =AB = BC=:CA ; dunque ia superficie ABCD è for- 
mala da quattro triangoli equilateri eguali tra loro. 1 quattro 
angoli triedri A,B,C,D sono eguali tra loro , perché ognuno 
ha le tre facce eguali all' angolo del triangolo equilatero. 

PROBLEMA 9. 

Costruire un esaedro regolare conoscendo un lato AB. 

« 

Sul dalo Iato AB (Jìg 2ò'fì) si coslruisea un quadrato ABCD ; 
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pei punii A,B,C,D, si conducano delle perpendicolari al suo 
piano, e si taglino su di esse le porzioni AE,BF,CG,DH, lulle 
eguali ad AB: si congiungano EF,FG,GH,HE, il solido ABCDF 
cosi determinalo , sarà evidenlemenlc 1’ esaedro regolare , o 
il cubo che ha per lato AB. 

PROBLEMA 10. 

Costruire un ottaedro regolare conoscendo un lato AB 

(fio- )• 

Sul dato lato AB si costruisca un quadralo ABCD ; dal suo 
centro 0 si conduca una perpendicolare al suo piano , e su 
di essa, dall’ una parte e dall'altra di 0 , si prendano lo 
porzioni OE ed OF eguali ad OA ; si congiunga ciascuno dei 
punti E ed F coi punti A,R,C,D, dico che il solido FABCDE 
cosi determinalo , è 1’ ottaedro cercalo. 

I)i fallo, poiché OA = OB = OC = OD, ed OE = OF, si ha 
EA=EB=EC=ED=FA=FB=FC=FD : c poiché i due trian- 
goli rettangoli ADE ed AOB, hanno il cateto A0 di comune, 
ed il calcio OE eguale al calcio OB, essi sono eguali, ed 
AE = AB ; dunque gli otto triangoli EAB , EBC . . . FAB . . . , 
sono equilateri ed eguali tra loro. — Per dimostrare ora che 
due angoli poliedri qualunque A ed E di questo solido sono 
eguali , osserviamo clic il quadrilatero DEBF è un quadrato , 

f icrchè le sue diagonali sono eguali , si tagliano mutuamente 
n parli eguali, e sono tra loro perpendicolari; ma EB=AB; 
dunque esso é eguale al quadrato ABCD. Ora se si soprappono 
la piramide ABEDF alla piramide EABCD, in modo clic la base 
DEBF coincida con la base ABCD , il punto 0 si troverà es- 
sere centro comune , onde OA perpendicolare a DEBC coin- 
ciderà con OE porpendicolore ad ABCD, e siccome OA=OE, 
il punto A cadrà in E , e gli angoli poliedri A ed E coinci- 
deranno , e saranno perciò eguali. 

PROBLEMA 11. 

Costruire un dodecaedro regolare conoscendo un luto AB 

(fig. 260). 

Sul dato lato AB si costruisca un pentagono regolare ABCDE , 
c nei diversi vertici , da una stessa parte del suo piano , 
si costruiscano gli angoli triedri equiangoli ABEN'.BCAP.CDBG, 
DECIjEADL, è chiaro che le duo facce l’BA,NAB formeranno 
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col piano del poligono angoli diedri eguali, e perciò AN c BP 
staranno in uno stesso piano. Similmente si proverebbe cho 
BP e CG , come pure CG e DI ec. . . . stanno in uno stesso 
piano. Si prendono AN,BP,CG,DI ed EL eguali tra loro e ad 
Alt, e si completino i pentagoni regolari ABPON , BCGEP , 
CDIÌIG , DELHI cd EANML, avremo cosi una superficie polie 
drica convessa , formata da sci pentagoni regolari eguali , e 
terminala al contorno NOI’FG . . .11; e giova notare che cia- 
scuno degli angoli MNO,NOP,OPP . . . 6 eguale all'angolo del 
pentagono regolare. 

Costruiamo uu' altra superficie M'iVPTA’ . . . eguale alla su- 
perficie già costrutta MNI’IA . . e ravviciniamo l’una all'al- 
tra in modo che un angolo rientrante K'ilf coincida con l'angolo 
saliente PO.\ ; si formerà cosi in 0 un angolo triedro eguale 
a ciascuno degli angoli triedri A,B.C . . . , e perciò l’angolo 
diedro che ha per facce OPB ed ÓPP , ed OP per costola, è 
eguale all'angolo diedro che ha per facce OPB ed l'H'L', cd 
OP per costola; dunque H’L' coinciderà conPF; e similmente 
si vedrebbe che LAI’ , M’.V , . . coincideranno rispettivamente 
con EG,GH. . . . Dunque l’insieme di questo due superficie 
poliedriche formerà una superficie poliedrica chiusa , avente 
per facce 12 pentagoni regolari eguali , cd i cui angoli po- 
liedri sono eguali tra loro. 



PROBLEMA 12. 



Costruire un icosaedro regolare conoscendo un lato AB 
( P'J- MI )■ 

Sulla retla ab eguale al lato AB , costruiamo un pentagono 
regolare ; dal suo centro o eleviamo la perpendicolare om al 
suo piano, la cui lunghezza sia tale, clic la disianza ma sia 
eguale ad ab ; congiuugiamo ma,mb,mc,md,mc : avremo cosi 
formalo in m un angolo pentaedro , il quale io dico che avrà 
ogni faccia eguale all’ nng do del triangolo equilatero , e gli 
angoli diedri [ulti eguali ira loro. 

Infatti , le oblique ma,mb,mc,md ed me , sono tulle equi- 
distanti dalla perpendicolare ino , c perciò sono tulle eguali 
tra loro ; ma ma— ib=bc ... ; dunque i triangoli abni.bcm, 
edm ... sono lutti equilateri ed eguali tra loro. — I due an. 
goli triedri a e b sono eguali , perchè hanno le facce rispet- 
tivamente eguali , dunque 1’ angolo diedro ma è eguale al- 
1’ angolo diedro mb. Similmente si proverebbe che I’ angolo 
diedro mb è eguale all’ angolo diedro me 
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E imporlanlo il notare che 1' angolo forrnito da due delle 
rette ma,mb,mc.md,me. non consecutive però, ò eguale all'an- 
golo del pentagono regolare. 

Posto ciò. sul lato AB (fig. 262 ) costruiamo un triangolo 
equilatero Alili ; con altri quattro triangoli eguali ad esso , 
formiamo nel vertice A un angolo pentaedro ABCDEF eguale 
ad m della fìg. 262. Poiché l'angolo diedro AB è eguale all’an- 
golo diedro ma, con altri tre triangoli eguali ad ABC, pos- 
siamo formare in B un al irò angolo pentaedro BAFG11C eguale 
ad m ; e poiché gli angoli diedri CB e CA sono eguali all'an- 
golo diedro ma, con altri duo triangoli possiamo formare in 
C un altro angolo pentaedro CABHII) eguale ad ni. Avremo 
così una superficie poliedrica convessa regolare , formata da 
dicci triangoli equilateri eguali ad ABC , c terminata al con- 
torno DEFGIII ; e chiaramente si vede clic gli angoli DRF , 
EFtì . Filli . . .alternativamente salienti c rientranti, suno tulli 
eguali all'angolo del pentagono regolare. 

Se si costruisce unti seconda superfìcie eguale alla prece- 
dente, e si ravvicinano queste due superficie in modo che 
un angolo saliente del contorno della prima, coincida con un 
angolo rientrante del contorno della seconda ; non sarà diin- 
cile il vedere che i due contorni coincideranno, c le due su- 
perficie cosi riunite ne formeranno una sola chiusa, eia* avrà 
venti facce eguali al triangolo ABC , c tutti gli angoli poliedri 
eguali ad in. Il solido così determinalo é l'icosaedro regolare. 
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PROPOSIZIONE I. 

TEORESI. 



Se due figure P c P' sono simmetriche per rapporto ad un 
punto 0 , e per esso si fa passare un piano che tagli la. fi- 
gura P , questo taglierà pure la figura P' ; e le due sezioni 
saranno due figure piane simmetriche per rapporto allo stesso 
punto 0 , c p. c. soprapponibili mediante una rotazione in- 
torno al punto 0. 



La dimostrazione 6 facile , e dcduccsi dalla semplice defi- 
nizione delle ligure simmetriche. 

Conon. 1. Se due solidi sono simmetrici per rapporto ad 
un punto , le loro superficie sono simmetriche per rapporto 
allo stesso punto. 

Se due figure superficiali , o lineari sono simmetriche per 
rapporto ad un punto i loro contorni, o i loro punti estremi 
sono simmetrici per rapporto allo stesso punto. 

Coholl. 2. La linea simmetrica di una data retta per rap- 
porto ad un punto è una retta ad essa eguale e parallela 
in verso contrario. 

Si faccia passare un piano per la retta e pel centro ec. ec. 
( facile ). 

Comli. 3. La superficie simmetrica di un piano , e un 
piano ad esso parallelo. 

Sia MN ( fig 2(i3) un piano, ed 0 il centro di simmetria ; c 
presi nel piano un punto A ed una retta BC . sia A' il punto 
simmetrico ad A e B'C' la retta simmetrica a BC. Se pel punto 
A si fa passare una retta in modo che incontri la BC , e si 
fa rotare intorno al punto A in modo che incontri sempre la 
BC , la sua simmetrica passerà per A' e rotando intorno ad 
esso , si nppoggerà sempre alla B'C' , e p. c. genererà un 
piano ec. (facile). 

Coroll. i. La figura simmetrica di un dalo poligono, per 
rapporto ad un punto , è un poligono ad esso eguale. I lad 
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eguali de' due poligoni sono paralleli in verso contrario , ed 
i piani delle figure sono paralleli. 

Coroli. 5. La figura simmetrica di un poliedro , per rap- 
porto ad un centro , è un poliedro che ha le facce rispetti- 
vamente eguali a quelle del primo, e gli angoli poliedri ri- 
spettivamente simmetrici degli omologhi nel primo. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

Due rette sono simmetriche per rapporto ad un punto se 
i loro estremi sono simmetrici per rapporto allo stesso punto. 
( Vedi App. al Lib. i. Drop. 2.) 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA. 

Due figure piane sono simmetriche per rapporto ad un 
centro se i loro contorni sono simmetrici per rapporto allo 
stesso centro. ( Facile ) 

Conoii. 1. Due poligoni sono simmetrici per rapporto ad 
un centro se i loro vertici omologhi sono simmetrici per rap- 
porto allo stesso centro. 

Coroii. 2. Se due poligoni hanno i lati a due a due eguali 
e paralleli in verso contrario, hanno un centro di simme- 
tria. Esso è il punto medio della congiungenle di due ver- 
tici di angoli che hanno t lati eguali e paralleli in verso 
contrario. 



PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

Due solidi sono simmetrici per rapporto ad un punto, se 
le loro superficie sono simmetriche per rapporto allo stesso 
punto. ( Facile ) 

Canon, i. Due poliedri sono simmetrici per rapporto ad 
un punto, se i loro vertici sono simmetrici per rapporto allo 
stesso punto. 

24 



Digitized by Google 




ISO 



STEREOMETRIA 



Coroll. 2. Se due poliedri hanno le costole a due a due 
e quali e parallele in verso contrario, hanno un centro di 
simmetria. Esso è il punto medio della congiungente di due 
vertici omologhi. 



PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

Due figure simmetriche per rapporto ad un asse sono so- 
prapponibili mediante la rotazione di una di esse intorno 
all' asse. ( focile ) 

Due punii si dicono simmetrici per rapporto ad un piano 
quando la rclla che li unisce è perpendicolare al piano, ed ò 
da esso divisa in due parli eguali. 

Due figure si dicono simmetriche per rapporto ad un pia- 
no', quando lutti i punti di una di esse hanno nell’ altra i loro 
simmetrici per rapporto allo slosso piano. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

Se due figure P e P' sono simmetriche per rapporto ad un 
piano, e si fa rotare una di esse l v intorno ad un asse per- 
pendicolare al piano di simmetria , finche ciascuno de' suoi 
punti descriva una semicirconferenza, in questa nuova po- 
sizione la P' è simmetrica alla P per rapporto al piede del- 
l’asse di rotazione. 

Sia MN ( fig . 261) il piano di simmetria, xg P asse perpen- 
dicolare a questo piano ed intorno al quale si fu rotare la 
figura F, 0 il piede di quest’asse, A un punto qualunque 
della figura P , A' il suo simmetrico nella figura P' ed A" la 
posizione occupata da A' dopo la rotazione ; i quattro punti 
A, A', A" ed 0 staranno in un medesimo piano. Si congiungano 
AA',OA,OA',OA", si avrà angxOA = angi/OA'=angyOA"; dun- 
que i punti A.O ed A" stanno in linea retta; ma OA=:OA'=OA"; 
dunque i punii A ed A" sono simmetrici per rapporto al pun- 
to 0 , ec. ec. 

Coroll. \. Se due solidi sono simmetrici per rapporto ad 
un piano, le loro superficie sono simmetriche per rapporto 
allo stesso piano. 
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Se due figure superficiali o lineari sono simmetriche per ■ 
rapporto ad un piano, i loro contorni o i loro pttnli estremi 
sono simmetrici per rapporto allo stesso piano. 

Coroll. 2. La linea simmetrica di una determinata linea 
retta per rapporto ad un piatto è una retta ad essa eguale. 
Queste rette concorrono in uno stesso punto del piano di 
simmetria, e formano con esso angoli eguali. 

Coroll. 3. La superficie simmetrica di un piano, per rap- 
porto ad un piano , è un piano. Questi due piani s’ incon- 
trano in ima retta situala nel piano di simmetria, ed il loro 
angolo è diviso dallo stesso piano di simmetria in due parti 
eguali. 

Coroll. 4. La figura simmetrica di un dato poligono per 
rapporto ad un piano, è un poligono ad esso eguale. I lali 
eguali de’ due poligoni concorrono in uno stesso punto del 
piano di simmetria, e formano con esso angoli eguali. 

Coroll. 5. La figura simmetrica di un poliedro , per rap- 
porto ad un piano, è un poliedro che ha le facce rispettiva- 
mente eguali a quelle del primo, c gli angoli poliedri rispet- 
tivamente simmetrici degli omologhi nel primo. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

Due rette sono simmetriche per rapporto ad un piano se 
i loro estremi sono simmetrici per rapporto allo stesso piano. 

( Fucile ) 



PROPOSIZIONE VIII. 

TEOREMA. 

Due figure piatte so no simmetriche per rapporto ad un 
piano se i loro contorni sono simmetrici per rapporto allo 
stesso piano. 

Coroll. 1. Due poligoni sono simmetrici per rapporto ad 
un piano se i loro vertici omologhi sono simmetrici per rap- 
porto allo stesso piano. 

Coroll. 2. Se due poligoni hanno i lati a due a due si- 
tuati tu un piano perpendicolurc ad un piano 11 N , concor- 
correnli in uno stesso punto di questo piano, e fanno con 
esso angoli eguali, sono simmetrici per rapporto al piano MN. 
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PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

Due solidi sono simmetrici per rapporto ad un piano st 
le loro superfìcie sono simmetriche per rapporto allo stesso 
piano. 

( Facile ) 

Coroll. 1. Due poliedri sono simmetrici per rapporto ad 
un piano se i loro vertici sono simmetrici per rapporto alto 
stesso piano. 

Cono li. 2. Due poliedri sono simmetrici per rapporto ad 
un piano se le loro facce a due a due concorrono in una 
retta situata in questo piano, ed il loro angolo è diviso per 
metà da questo stesso piano. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. 

Due poliedri simmetrici possono essere scomposti in uno 
stesso numero di piramidi simmetriche. 

Si prenda un punto M nel primo poliedro e si congiunga 
con tutti i vertici di questo poliedro , e si congiunga M' sim- 
metrico di M con lutti i vertici del secondo poliedro ec. ec. 

Scolio. Due piramidi simmetriche hanno altezze eguali. 

Siano P e P' due piramidi simmetriche per rapporto ad un 
centro 0 , c sia VG J’ altezza della prima , è chiaro clic il 
punto G' simmetrico del piede G trovasi sulla base della se- 
conda piramide , e che Ja congiungenle V'G' è eguale e pa- 
rallela a V'G' ; ma, i piani delle basi sono paralleli ; dunque 
V'G' è perpendicolare alla base della seconda piramide ec. 
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Il cilindro , il cono e la sfera 



Se una Jinea di forma coslantc o variabile si muove nello 
spazio, il luogo di tulle le posizioni che essa occupa sucees- 
sivamenle è, in generale, una superlìcie. La linea che moven- 
dosi genera la superlìcie, dicesi generatrice. 

Le superficie delle quali si occupano i geometri, sono quello 
la cui generazione succede secondo una legge determinata ; 
vale a dire con condizioni tali da non lasciare in nessun punto 
nulla d’arbitrario, nè nella forma, nè nella posizione della 
generatrice. In generale il modo più comodo per esprimere 
questa legge di movimento . consiste nell’ assegnare una o 
più linee fisse , dette direttrici , sulle quali deve appoggiarsi 
continuamente la generatrice ; quindi per definire una super- 
ficie particolare è necessario indicare : 

1.® La natnra della generatrice — 2." Il modo nel quale essa 
si muove — 3.® Le direttrici sulle quali essa deve continua- 
mente appoggiarsi. 

Ogni superficie generala da una linea retta diccsi superficie 
rigala. 

Se una retta indefinita si muove in modo che , restando 
sempre parallela ad una data direzione , si appoggia conti- 
nuamente ad una data curva , la superficie che essa genera, 
dicesi superficie cilindrica. La superficie cilindrica si cambia 
in un piano quando la direttrice è una linea retta. 

Allorché la direttrice è una curva chiusa , se si taglia la 
superficie cilindrica con due piani paralleli che incontrano tutte 
le generatrici , il corpo compreso tra questi due piani paral- 
leli e la superficie cilindrica dicesi cilindro. Le sezioni de- 
terminate dai due piani seganti diconsi basi, e la distanza di 
queste basi , altezza del cilindro. 
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Un cilindro dicesi circolare quando ha per base un cer- 
chio. Un cilindro circolare dicesi retto o obbliquo , secondo 
che le gcneralrici sono o pur no perpendicolari alle basi. 

In un cilindro qualunque ogni sezione falla con un piano 
perpendicolare alle gcneralrici dicesi sezione retta. 

Ogni intersezione di una superficie cilindrica con un piano 
parallelo alle gcneralrici 6 una generatrice, perchè ogni rella 
condotta parallelamente alle generatrici da un punto d’ inter- 
sezione del piano con la direttrice , deve trovarsi tanto nella 
superficie cilindrica . quando nel piano. 

Se una retta indefinita si muove in modo che passa sempre 
per uno stesso punto e si appoggia continuamente ad una 
data direttrice , la superficie che essa genera , dicesi super- 
ficie conica. Il punto fisso dicesi centro della superficie co- 
nica , e le due parti nelle quali esso divide la superficie, di- 
consi falde della superficie. 

Allorché la direttrice è una curva chiusa , se si taglia la 
superficie conica con un piano che incontra tutte le genera- 
trici in una stessa falda , il corpo compreso tra la superficie 
conica ed il piano segante , dicesi cono. La sezione determi- 
nata dal piano segante dicesi base del cono, ed il centro della 
superficie prende il nome di vertice del cono. La distanza del 
vertice del cono dalla base dicesi altezza del cono. 

Un cono dicesi circolare quando la sua base è un cerchio. 
Un cono circolare dicesi retto o obbliquo secondo che la retta 
che conginngc il suo vertice col centro della base è perpen- 
dicolare o obbliqua alla base. 

La intersezione di una superficie conica c di un piano che 
passa pel centro della superficie è una generatrice , perchè 
la retta che congiunge il centro della superficie conica col 
punto d' incontro del piano e della direttrice , deve trovarsi 
tanto nel piano quanto nella superficie conica. 

Superficie di rotazione dicesi ogni superficie che può es- 
sere generala dalla rotazione di una linea qualunque intorno 
ad una retta fissa , alla quale è invariabilmente ligula. — La 
retta fissa intorno alla quale succede la rotazione, dicesi asse 
di rolnzione. Qualunque punlo d'intersezione della superficie 
di rotazione con l’asse, dicesi polo. 

In una superficie di rotazione , le sezioni perpendicolari 
all’asse diconsi sezioni rette o paralleli della superficie. Ogni 
piano che passa per 1’ asse dicesi meridiano. L' intersezione 
di un meridiano con la superficie di rotazione , dicesi linea 
meridiana. 

in seguito supporremo che la generatrice sia sempre in un 
piano con l’ asse di rotazione. 

La superficie generala dalla rotazione di una scmicirconfe- 



Digitized by Google 



LIBRO SESTO 



191 



rema intorno al suo diametro , dicesi superficie sferica. Il 
solido terminato da questa superficie , diccsi sfera. 

Tutti i punti della superficie della sfera sono equidistanti 
dal centro della generatrice , il quale è «anche centro della 
sfera. Ogni retta condotta dal centro alla superficie della sfera 
dicesi raggio della sfera. — Ogni retta condotta pel centro 
della sfera e terminala da ambo le parli alla superfìcie della 
sfera , dicesi diametro. — Tutti i raggi di una sfera sono 
eguali fra loro ; lo slesso è pei diametri. Due sfere concen- 
triche , che hanno raggi eguali , coincidono. 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

Il luogo delle tangenti condotte da un punto M (fig. 26:7 ) 
di una superficie a tulle le curve tirale da questo punto 
sulla superficie è , in generale , un piano. 

Pel punto M conduciamo la generatrice AB, la direttrice MG 
ed uua curva arbitraria MD ; trasportiamo la generatrice in 
un’ altra posizione A'B', vicino ad AB quanto ò necessario af- 
finchè incontri ambo le curve MC ed MD in due punti c ed, 
e tiriamo le corde Mc,Md e cd, le quali staranno in uno stes- 
so piano. A misura che la generatrice A'B' si avvicina alla sua 
primitiva posizione, i punti c e d tendono a confondersi col 
punto M; e per conseguenza le tre rette Me , M d e cd, coin- 
cideranno con le tangenti MT' , MT" cd MT , quando la A'B' 
coinciderà con AB ; ma le rette MC Md e cd stanno sempre 
in un piano ; dunque staranno pure in un piano le tangenti 
MT' , MT" ed MT. 

Scoiro I. # Abbiamo supposto che nel punto M si potessero 
condurre la generatrice MA e la direttrice MC ; ma se una di 
queste linee si riducesse ad un punto, esso non ammetterebbe 
tangente, e la precedente dimostrazione non potrebbe più es- 
sere applicata. In lai caso uno speciale esame sarà neces- 
sario per vedere se le tangenti a tulle le curve condotte pel 
punto M sulla superficie esistono o pur nò in uno stesso piano. 

Allorché il luogo delle tangenti condotte da ur\ punto d’ una 
superficie a tutte le curve esistenti sulla superficie , e che pas- 
sano per esso, è un piano, questo dicesi piano tangente alla 
superficie nel detto punto, il quale in tal caso dicesi punto 
di contano. La perpendicolare al piano tangente nel punto di 
contatto dicesi normale alla superficie. 
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Scolio. 2 ° Il piano tangente ad una superficie rigala con- 
tiene la generatrice rettilinea che jiassa pel punto di contatto. 

Di falto, in tal caso, la tangente alla generatrice è la gene* 
ratrice stessa. 



PROPOSIZIONE II. 



TEOREMA. 

le sezioni falle da piani paralleli in una superficie cilin- 
drica , sono eguali. 

Siano ABC, A'B'C' ( fig.266 ) due sezioni fatte in una super- 
fìcie cilindrica da due piani paralleli , dico che esse sono 
eguali. 

Difallo, per un punto qualunque 0 del piano della sezione ABC 
si conduca una retta 00' parallela alle generatrici, c sia 0' il 
punto in cui incontra il piano della sezione A'B'C', per la ret- 
ta 00' si conducano de' piani AOA',BOB',COC'..., le intersezio- 
ni OA,OB,OC, di questi piani col piano ABC, saranno rispet- 
tivamente parallele alle intersezioni OA',OB',OC',... de’ mede- 
simi piani col piano A'B'C', c poiché le sezioni AA',BB',CC'..., 
prodotte nella superficie cilindrica sono delle generatrici, i qun- 
driIateri|AA'0'0,BB'0'0,CC'0'0..., saranno parallelogrammi, onde 
0A=0'A',0B=0'B',0C=:0'C'.... Pongasi il piano ABC sul pia- 
no A'B'C', facendo coincidere i punti 0 ed A coi punti 0' cd A'; 
poiché l’angolo AOB = A'O'B' ed 0B=0'B' il punto B cadrà 
in B'; similmente il punto C cadrà in C' cc..., onde lo cune 
ABC, A'B'C' coincideranno. 

Conoii. l.° le basi di un cilindro sono eguali. 

Coroll. 2.° Le sezioni fatte in un cilindro circolare con 
piani paralleli alle basi sono cerchi eguali alle basi , ed il 
luogo de' loro centri li una retta parallela alle generatrici. 

Scolio. 11 cilindro retto può intendersi generato dalla rota- 
zione di un rettangolo intorno ad uno de’ suoi lati. 

PROPOSIZIONE in. 

TEOREMA. 

Le sezioni falle in una superficie conica da inani paral- 
leli sono omotetiche ( fig . 267). 

Siano ABC, A'B'C' (fig. 267) due sezioni fatte in una superfi- 
cie conica, dico che esse sono omotetiche. 
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Di fallo si conducano le gencralrici O.V,OB',OC'... , avremo 

o.\ on oc 

5F“*ob , — oc* * * " 

Cottoli. Le sezioni falle in un cono circolare con piani 
paralleli alla base sono cerchi , ed il luogo de' loro centri 
è una retta , la quale nel caso del cono retto è perpendico- 
lare alla base. 

Scolio. Il cono rcllo può intendersi generalo dalla rotazione 
di un triangolo rettangolo intorno ad un cateto. 



PROPOSIZIONE IV. 



TEOltEJIA. 

In ogni superfìcie di rotazione le sezioni falle da piani 
perpendicolari ali asse, sono circonferenze di cerchio che 
hanno i loro centri sull’ asse. 

Sia PABD (fig. 26$) una superficie di rotazione attorno al- 
l’ asse PQ , ed A15CD una sezione fatta in essa con un piano 
perpendicolare all’asse, dico che essa è una circonferenza il 
cui centro è l’ intersezione 0 del piano segante con 1’ asse. 

Per l’ asse PQ conducasi un piano qualunque APQ ; la sua 
intersezione con la superficie sarà una generatrice PA. Se. si 
fa rotare il piano APQ attorno all’ asse, la linea PA genererà 
la superficie, ed il punto A prenderà successivamente le po- 
sizioni B,C,D, onde OA— ÒB=OC=OD... La linea ARCI) ò 
piana ed ha tutti i suoi punti egualmente lontani da 0 , per 
conseguenza è una circonferenza il cui centro ò 0. 

Cottoli. 1. Le linee meridiane sono tutte eguali tra loro. 

Cottoli. 2. Il polo P è egualmente lontano da tutti i punti 
della sezione reità ABCD. 

Di fatto le obblique PA,PB,PC,PD, disiano egualmente dalla 
perpendicolare PO, c perciò sono eguali tra loro. 

Cottoli. 3. 11 piano tangente ad una superficie di rotazione 
è perpendicolare al meridiano che passa pel punto di contatto. 

Di vero , la tangente al parallelo , che passa pel punto di 
contatto, in questo punto, è perpendicolare al meridiano che 
passa per esso ec. 

Scolio. Due superficie di rotazione attorno ad uno stesso 
asse s‘ intersegano seguendo uno o più paralleli. 

25 
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Hi fnlli, consideriamo due meridiani di queste superficie si- 
tuali nello slesso piano , c facciamo rotare questo piano at- 
torno all'asse, il primo meridiano genererà la prima superfi- 
cie, cd il secondo la seconda. Ora se i delti meridiani hanno 
de’ punti comuni , questi nella rotazione genereranno de' pa- 
ralleli comuni alle due superficie, e se non hanno aleuti pun- 
to di comune, le superficie non ne avranno del pari. 

PROPOSIZIONE V. 



TEOREMA. 

La superficie della sfera 6 di rotazione intorno ad un dia- 
metro qualunque. . 

Sia 0 una sfera (fig.269) c PP' un suo diametro qualunque. 
Per PP' si faccia passare un piano qualunque PAP' ; la sua 
intersezione con la superficie sferica avrà tutti i suoi punti di- 
stanti dal centro della sfera per una quantità eguale al raggio 
delia sfera, e sarà perciò una circonferenza : c se si fa rotare 
questa circonferenza intorno al diametro PP' , essa genererà 
la superficie sferica. 



PROPOSIZIONE VI. 



TEOREMA. 

Ogni sezione fatta nella sfera con un piano ò un cerchio , 
il cui centro trovasi sul diametro della sfera, perpendicolare 
al suo piano. 

Sia BADO (fig. 269) una sezione falla nella superficie sferica 
con un piano qualunque, c PP' un diametro della sfera perpen- 
dicolare a questo piano ; siccome la superficie sferica è di ro- 
tazione intorno al diametro PP', la sezione retta BADO è una 
circonferenza il cui centro sta sopra PP' ( Prop. 4 .) 

Scolio \.° Siccome AO' è minore del raggio della sfera, am- 
meno che 0' non coincida col centro della sfera, nel qual ca- 
so è eguale , potremo conchiudere che la sezione che si ot- 
tiene tagliando una sfera con un piano ò massima quando il 
piano di sezione passa pel centro della sfera , perciò : 

Cerchio massimo dicesi qualunque sezione fatta nella sfera 
con un piano clic passa pel centro. 
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Cerchio minore , rìiccsi ogni seziono f;illa nella sfera con un 
piano die non passa pel centro della sfera. 

I circoli massimi sono (ulti eguali Ira loro. 

Due circoli massimi si tagliano scambievolmente in parli 
eguali, perchè la loro intersezione è un diametro comune. 

Scouo 2.° Siccome per tre punti non in linea retta passa 
un unico piano, così per due punti della superficie sferica, i 
quali non stanno alle cslremilà d'uno stesso diametro, passa 
un' unica circonferenza di circolo massimo. Se i due punti si 
trovano alle estremità d’uno stesso diametro, vi passano infi- 
nite circonferenze di circolo massimo. 

Scolio 3.° In una sfera le estremità del diametro perpendi- 
colare al piano d’ un circolo massimo o minore sono poli di 
questo circolo, c per conseguenza ciascuno è egualmente lon- 
tano da tulli i punti della circonferenza di questo cerchio. 
(I'rop. 4. Coroll. 2.) 

Tale proprietà fornisce un mezzo semplicissimo per descri- 
vere circonferenze sulla sfera, nel modo islesso che su piani; 
basterà solamente aver l'avvertenza di situare la punta del com- 
passo la quale resta fissa, sul polo che trovasi più vicino alla 
circonferenza da descriversi, e di prendere la distanza tra le 
punte del compasso, eguale alla retta clic unisce il detto polo 
con un punto qualunque della detta circonferenza. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

Ogni circolo massimo divide la sfera in due parti soprap- 
ponibili. 

Infatti, se dopo aver separate le due parti , si pongono in 
modo che la sezione serva di base comune, ed esse si tro- 
vino da una stessa parte di questa base, il centro restando co- 
nnine, ogni punto della superficie di una di queste parli coin- 
ciderà con un punto della superficie dell’ altra , altrimenti vi 
sarebbero de' punti disugualmente lontani dal centro. 

PROPOSIZIONE Vili. 



TEOREMA. 

In una stessa sfera o in due sfere eguali , due circoli mi- 
nori eguali sono egualmente lontani dal centro , c di due 
circoli minori disuguali il più piccolo è più lontano d[d 
centro. 
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Siano AMN . CPQ ffig.270) due circoli minori nella sfera 0, 
e siano OE cd OF le perpendicolari condotte dal centro del- 
la sfera ai loro piani; i piedi E ed F di queste perpendicolari 
saranno i centri di questi cerchi , e se per le due rette OE 
ed OF si fa passare un piano, questo taglierà la sfera seguen- 
do un circolo massimo, e le sue intersezioni AB,DC coi cir- 
coli minori . saranno i diametri di questi circoli. 

Ora se i due cerchi minori sono eguali, si ha AR=DC e per 
conseguenza OE=OF. Se il primo de’ due cerchi è minore Uel- 
1' altro , si ha AB<DC , onde OE>OF. 

Scolio. Le reciproche sono vere. 



PROPOSIZIONE IX. 

TEORF.n.t. 

Un piano tangente ad una superficie sferica , è perpendi- 
colare al raggio del punto di contatto. 

* 

Si conducano pel punto di contatto A ffig.271) due circon- 
ferenze di circolo massimo CAB.EAB. le quali potranno essere 
considerale una come generatrice , l'altra come direttrice. Le 
due tangenti TA.TA’ a queste circonferenze nel punto comune 
A sono perpendicolari al raggio OA ; dunque.... 



Per angolo di due archi s’intende l’angolo delle loro tan- 
genti nel punto comune. Allorché si tratta di archi di circoli 
massimi, quest’angolo è il rettilineo corrispondente all'angolo 
diedro de' piani de’ due archi. 

Poligono sferico dicesi una porzione della superficie della 
sfera terminala da più archi di circoli massimi. Questi archi si 
dicono tuli del poligono, gli angoli da essi formali, angoli del 
poligono , ed i vertici di questi angoli , vertici del poligono. 

Il più semplice de'poligoni sferici ha tre lati, e dicesi trian- 
golo sferico. 

Un poligono sferico è dello convesso quando trovasi situalo 
lutto da una stessa parte per rapporto a ciascuno dc'suoi lati 
prolungali. 

Lalla data definizione risulta ( Prop. <». Se. f.)] che in ogni 
po igono sferico convesso , ciascun lato è minore di una se- 
micirconferenza di circolo masssiuio. 

In seguilo, purché non si avverta il contrario , s’ intenderà 
sempre parlare di poligoni sferici convessi. 
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Il contorno d' un poligono sferico convesso non può essere 
incontrato da una circonferenza di circolo massimo in più 
di due punti. ( facile ) 

Se si congiungono tulli i vertici d’ un poligono sferico col cen- 
tro della sfera, verrà delerminato un angolo poliedro, che di- 
remo corrispondente al poligono sferico , le cui facce hanno 
la stessa misura de' corrispondenti lati del poligono, ed i cui 
angoli diedri hanno per rettilinei corrispondenti gli angoli del 
poligono. 

La porzione della sfera compresa tra le facce d' un angolo 
poliedro che ha il suo vertice al centro della sfera, dicesi pi- 
ramide sferica ; il poligono sferico determinalo dalle facce di 
quest' angolo poliedro, è la base della piramide. 

PROPOSIZIONE X. 

TEORESA. 

In ogni triangolo sferico un lato è minore della somma 
cd è maggiore della differenza degli altri due lati. 

Se si congiungono i tre vertici d’ un triangolo sferico ABC 
(fig. 272) col centro 0 della sfera, si determinerà l’angolo trie- 
dro corrispondente al triangolo sferico. Ora in ogni angolo trie- 
dro una delle facce è minore della somma ed 6 maggiore della 
differenza delle altre due, e le facce dell’ angolo triedro OABC 
hanno la stessa misura de' corrispondenti lati del triangolo 
sferico ABC , dunque ec. ec. 

Scotio. Siccome in un angolo triedro la somma de' tre an- 
goli diedri è maggiore di due ed è minore di sei retti , cosi 
anche in un triangolo sferico la somma de’ suoi tre angoli è 
maggiore di due cd è minore di sei retti. 

Da ciò chiaramente si scorge che in un triangolo sferico vi 
può essere o un solo angolo retto (allora diccsi triangolo sferico 
rettangolo , cd il lato opposto all' angolo retto dicesi ancora 
ipotenusa), o due angoli retti (trirellangolo ) , o tulli i tre an- 
goli retti (trirettangolo). 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREJIA. 

Il più corto cammino da un punto ad un altro sulla su- 
perficie sferica è l' arco di circolo massimo non maggiore di 
una semicirconferenza , che unisce questi due punii. 
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( Dimostrazione -analoga a quella del Coroll. della Prop. 17. 
del Lib. 1.) 

ConoiL. Un polo d'un cerchio di una sfera, è egualmente 
distante da tutti i punti della circonferenza di questo cerchi», 
tanto se si tratta di distanze rettilinee , quanto se si traila 
di distanze misurale sulla superficie sferica. 

L’arco di circolo massimo clic unisce un punto qualunque 
d' una circonferenza col suo polo , diccsi disianza polare di 
questa circonferenza . 



PROPOSIZIONE XII. 



TEOREMA. 

In ogni triangolo sferico la somma de' tre lati è minore 
della circonferenza d’un circolo massimo. 

1. * Dim. Di fallo nell’angolo triedro corrispondente ad un 
triangolo sferico , le facce hanno la stessa misura de’ corri- 
spondenti Iati del triangolo , ma la somma delle facce d' un 
triedro è minore di quattro angoli retti , dunque anche la 
somma de' tre lati d’ un triangolo sferico è minoro della cir- 
conferenza d’un circolo massimo. 

2. " Dim. Si prolunghino i lati AR ed AC del triangolo ABC 
(fig. 2 7.7) lino al loro incontro in I) ; nel triangolo ltCD si ha 
ltC < I1D -t- CD , ed aggiungendo di comune All-t-AC, 

AB-f-AC-t-BC<ABD-t-ACD 
ma ABD ed ACE sono due semicirconferenze. . . . 

PROPOSIZIONE XIII. 



TE0RE.HA. 

Se in un triangolo sferico due angoli sono eguali , i tali 
opposti sono eguali, c reciprocamente. 

Facile mediante l'angolo triedro corrispondente. 

Coroll. Un triangolo equiangolo è equilatero, e recipro- 
camente. 
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PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREHA. 

In ogni triangolo sferico il lato maggiore è opposto all'an- 
gaio maggiore , è reciprocamente. 

( Facile ). 

Se al ccnlro di una sfera si costruiscono due angoli triedri 
supplementari , i triangoli sierici da essi determinati si dicono 
supplementari. 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREHA. 

Se due triangoli sferici supplementari sono determinali da 
angoli triedri tali , che le costole deli tino sono perpendico- 
lari alle facce dell' altro , i vertici di ciuscuno de’ triangoli 
sono poli de’ lati dell’ altro. 

Supponiamo che le costole OC\OB',OA' (fig. 27i) dell'an- 
golo triedro OA'B'C' siano rispettivamente perpendicolari alle 
facce AOB.AOC.BOC del triedro supplementare OABC, eviden- 
temente C' è polo dell’ arco AB,B' è polo dell’ arco AC, ed A' 
è polo dell’ arco BC. 

Siccome poi ciascuno de’ piani AOB ed AOC, è perpendico- 
lare al piano B’OC', la loro comune intersezione AG, ò anche 
perpendicolare a B'OC', c p. c. A è polo dell'arco B'C'. Simil- 
mente si vedrebbe che B 6 polo dell’arco A'C', c C A polo 
dell’ arco A'B'. 

Scozzo. I due triangoli ABC,A'B’C' si dicono triangoli polari. 

Se al centro di una sfera si costruiscono due angoli polie- 
dri simmetrici , i poligoni sferici determinali da essi, si di- 
cono simmetrici ; c le piramidi sferiche cosi determinate, si 
dicono ancora simmetriche. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREHA. 

Due triangoli sferici simmetrici hanno i lati e gli angoli 
rispettivamente eguali; ma non sono soprapponibili che nel 
caso , in cui sono isosceli. 

Facile mcdianle la Prop. 37. del Lib. 3. 
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Scolio 1 . Due triangoli sferici simmetrici sono scomponibili 
in parli soprapponibili. 

Scotio 2. Lo slesso vale per due piramidi sferiche sim- 
metriche. 



PROPOSIZIONE XVII. 



TEOREMA. 

Due triangoli sferici descritti sulla stessa sfera o sopra 
sfere eguali , sono o eguali , o simmetrici se hanno un lato 
eguale adjacenle a due angoli rispettivamente eguali. 

Siano ABC e DEF (fi.g. 27 S) due triangoli i quali abbiano 
il lato AB eguale al lalo DE, 1’ angolo CAB eguale all'angolo 
FDE e l’angolo CBA eguale all'angolo FED, e la disposizione 
delle parli eguali sia la stessa nei due triangoli , dico ebe 
essi sono eguali. 

Di fallo , i due angoli triedri corrispondenti sono eguali , e 
soprapponendoli in modo da coincidere, i vertici A,B e C «lei 
triangolo ABC coincideranno coi vertici D,E ed F del trian- 
golo DEF , e perciò i due triangoli coincideranno. 

Se le parti eguali non fossero disposte della stessa maniera 
nei due triangoli, si proverebbe similmente che uno de' trian- 
goli può coincidere col simmetrico dell' altro. 

PROPOSIZIONE XVIII. 



TEOREMA. 

Due triangoli sferici descritti sulla stessa sfera e sopra sfere 
eguali, sono eguali o simmetrici, se hanno un angolo eguale 
compreso tra lati eguali. 

( Facile ). 



PROPOSIZIONE XIX. 



TEOREMA. 

Due triangoli sferici descritti sulla stessa sfera o' sopra 
sfere eguali sono eguali o simmetrici se due lati del primo 
sono rispettivamente eguali a due lati del secondo, V angolo 
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fipp osto ad uno di essi nel primo ìt eguale all' angolo op- 
posto al luto eguale nell' altro . purché gli angoli opposti ai 
rimanenti lati eguali siano della stessa specie. , ed i lati 
eguali non siano tulli eguali ad un quadrante. 

( Facile). 



PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA. 

Due triangoli sferici descritti sulla slessa sfera o sopra 
sfere eguali , sono eguali o simmetrici se due angoli del 
primo sono cguuli a due angoli del secondo , ed un l alo 
del primo opposto ad uno di questi angoli, è eguale a quello 
del secondo opposto all'angolo eguale, purché i Ioli opposti 
ai rimanenti angoli eguali siano della stessa specie , e gli 
angoli eguali non siano tulli reni. 

(Facile). 



PROPOSIZIONE XXI. 

TEORESA. 

Due triangoli sferici descritti svila stessa sfera o sopra 
sfere eguali . sono eguali o simmetrici se hanno i lati ri- 
spettivamente eguali. 

(Facile). 



PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA. 

Due triangoli sferici descritti sulla stessa sfera o sopra 
sfere eguali , sono eguali o simmetrici se hanno gli angoli 
rispettivamente eguali. 

( Facile ). 

PROPOSIZIONE XX11I. 

TEOREMA. 

Se due triangoli sferici descritti sulla stessa sfera o sopra 
sfere eguali, hanno due lati rispettivamente eguali a due 

26 
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lati, e se nel tempo is tesso l'angolo compreso dai primi è 
maggiore dell’ angolo compreso dai secondi, il terzo lato del 
primo è maggiore del terzo lato del secondo. 

Si dimostra come la Prop. 23. del Lib. 1. 

Scolio. La reciproca è vera. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA. 

In ogni poligono sferico un lato qualunque è minore della 
somma di tulli gli altri. 

(Facile ). 



PROPOSIZIONE XXV. 



TEOREMA. 

In ogni poligono sferico la somma de’ lati è minore della 
circonferenza d'un circolo massimo. 

( Facile ). 



PROPOSIZIONE XXVI. 



TEOREMA. 

In ogni poligono sferico la somma de’ suoi angoli : 

1) è minore del prodotto di due retti pel numero de’ lati; 

2) è maggiore di questo prodotto diminuito di quattro 

retti. 

( Facile ). 



PROPOSIZIONE XXVII. 



TEOREMA. 

Due poligoni sferici simmetrici possono scomporsi in parti 
eoprapponibili. 

( Facile ). 
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PROPOSIZIONE XXVIII. 

TEOREMA. 

Due poligoni sferici descritti sulla stessa sfera o sopra 
sfere eguali , sono eguali , se , ad eccezione di due lati e 
dell' angolo compreso , hanno t lati e gli angoli rispettiva- 
nienti eguali e disposti nello stesso ordine. 

(Facile). 



PROPOSIZIONE XXIX. 

TEORESA. 

Due poligoni sferici descritti sulla stessa sfera o sopra 
sfere eguali , sono eguali so , ad eccezione di un lato e 
ile' due angoli addiacenti , hanno i lati e gli angoli rispet- 
tivamente eguali e disposti nello stesso ordine. 

(Facile J. 



PROPOSIZIONE XXX. 

TEOREMA. 

Due poligoni sferici descritti sulla stessa sfera o sopra sfere 
eguali , sono eguali se , ad eccezione di tre angoli consecu- 
tivi , hanno i lati e gli angoli rispettivamente eguali e di- 
sposti netto stesso ordine. 

( Facile ). 



PROPOSIZIONE XXXI. 



TEOREMA. 

Se per un punto M preso sulla superficie d’una sfera 0 
( fìg . 276 ) , fuori della circonferenza d' un circolo ABC, con- 
duciamo un circolo massimo CMI) perpendicolare al piano 
ABC , gli archi SIC ed MI) sono perpendicolari alla circonfe- 
renza ABC. Se il piano del circolo massimo fosse obbliquo 
al inano del circolo ABC , gli slessi aixlii sarebbero obbligai. 

( Facile ). 

Scolio. Segue da ciò, clic da un punto SI d’ una supcrBcie 
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sferica preso fuori d'una circonferenza Alte segnata sulla su- 
perficie della stessa sfera , si possono condurre due archi MC 
ed MD di circolo massimo perpendicolari alla circonferenza 
ABC, c due soli, animeno che M non sia il polo della cir- 
conferenza ABC , nel qnni caso ogni arco di circolo massimo 
che passa per esso è perpendicolare alla circonferenza ACB. 

Quando 31 non è polo di ACB, i due archi MC ed 31D souo 
disuguali. 



PROPOSIZIONE XXXII. 

TEORESI*. 

Se per un punto 31 (fig. 27 6) preso sulla superficie d' una 
s/ira, fuori della circonferenza d' un circolo ABC, condu- 
ciamo i due archi di circolo massimo MC ed MI) perpendi- 
colari alla circonferenza ABC. e l'arco ME ohbliquo , sarà 
Varco AIE maggiore del più piccolo MC, e minore del piu 
grande All) de due archi perpendicolari. 

Si congiunga il polo P col punto E mediante un arco di 
circolo massimo I’È. il triangolo sferico l‘.ME ci da 

ME > PE — PAI 

ME < PE -t- PAI , 

ma PE = PC = PD , dunque 

ME > PC — PAI , ME < PD -t- PM 

OTvero 

ME,> MC , ME <|3ID. 

PROPOSIZIONE XXXIII. 

TEOREMA. 



Se per un punto M f /ir/. 2 76) preso svila superficie d'una 
sfera , fuori della circonferenza d' un circolo ABC della sfera 
si conducono a questa circonferenza i due orchi di circolò 
massimo perpendicolari A1C ed AID, e differenti archi di cir- 
coli massimi obbligai AIE, Al F, . MG: 
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1) due archi obhìiqui ME , MF equidistanti da uno stesso 
arco perpendicolare MC. sono eguali; 

2) di due archi obhìiqui MF.MG disugualmente lontani 
dal minore degli archi perpendicolari , il più lontano MG è 
ti maggiore. 

Si congiunta il polo P del cerchio ARC coi punii F , E , G 
mediarne gli archi di circoli massimi PF , PE , PG. 

1) Essendo FC — CE, i due angoli FO'C , CO'E sono eguali; 
ma questi angoli sono i rettilinei corrispondenti ai diedri 
FPO'C , CPO'E ; dunque i due angoli FPC.CPE sono eguali. I 
due triangoli sferici PMF , PME hanno il lato PM di comune, 
il lato PF eguale al lato PE, o F angolo FPM=MPE , dunque 
31 F = ME. 

2) Essendo FC<CG sarà l'angolo FO'C<[CO'G, c per con- 
seguenza FPC-<CPG. I due triangoli sferici FPM , 3IPG hanno 
il tato IMI di comune, il lato PF eguale al lato PG c l'angolo 
FPM < MPG , onde MF < MG. 

Scolio. Le reciproche sono vere. 

PROPOSIZIONE XXXIV. 



TEOREMA. 



Due circonferenze descritte sulla stessa sfera sono esterne 
r una all' altra se la distanza de’ loro poli , sulla superficie 
della sfera , è minore della somma delle loro distanze polari. 

Dim. simile a quella della Prop. 16. del Lih. 2., sostituendo 
alla distanza de" centri nel piano, la distanza de' poli sulla su- 
perflue sferica , ed ai raggi de’ cerchi le distanze polari. 

Due cerchi sopra una sfera si dicono tangenti quando in 
un punto comune hanno la tangente comune. 

PROPOSIZIONE XXXV. 

TEOREMA. 

Dite circonferenze C e C 1 ( fig. 2 77) descritte sulla slessa 
sfera sono tangenti esternamente se la distanza de’ loro poli 
I* e V , sui/a superficie della sfera, è eguale alla somma 
delle loro disianze polari PA , P'B. 
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Noi supporremo le distanze polari contate sull" arco PP' , e 
PA>o = P'B. 

Essendo PA-+-P'B=PP\ avremo PA=PP' — P'B = PB, onde 
il punto B trovasi sulta circonferenza C'; ma e<so è il punto 
della circonferenza C' più vicino al punto P , dunque tulli «li 
altri punti della circonferenza C' trovansi fuori della circonfe- 
renza C. 

Pel punto A conducasi AT perpendicolare al piano CAC' esso 
sarà tangente tanto al cerchio C quanto al eerchio C' , onde 
le due circonferenze sono tangenti esternamente. 

Scotio. 1 due poli P e P' ed il punto di contatto trovansi 
sopra uno stesso arco di cerchio massimo. 

PROPOSIZIONE XXXVI. 

TEOREMA. 

Due circonferenze descritte sitila stessa sfera si tagliano 
se la distanza de' poli . sulla superficie sferica , è minore 
della somma ed è maggiore dcllu differenza delle loro di- 
stanze polari. 

( Facile ). 



PROPOSIZIONE XXXVII. 

TEOREMA. 

Due circonferenze descritte sulla stessa sfera sono tangenti 
internamente se la distanza de' poli, sulla superficie sferica, 
è eguale alla differenza delle loro disianze polari. 

( Facile ). 

Scoilo. Se sulla superficie d'uno, sfera , due circonferenze 
sono tangenti internamente, i loro poli cd il loro punto di 
contatto stanno sopra uno stesso arco di circolo massimo. 

ntorosizioNE xxxvm. 

TEOREMA. 

Due circonferenze descritte sulla stessa sfera , sono interne 
V una all’ altra se la distanza de' loro poli, sulla superficie 
sferica 'e minore dcllu differenza delle loro disianze polari. 

( Facile ). 
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Siccome la perpendicolare ad un piano langente ad una 
sfera nel punlo di coniano , passa pel centro della sfera , 
cosi la retta che congiungè un punto qualunque M col centro 
d' una sfera , determina due normali , le soie che possano 
condursi dal punto M alla sfera, amnieno , che il punto non 
coincida coi centro della sfera , nel qual caso ogni retta per 
esso condotta è normale. 

PROPOSIZIONE XXXIX. 

TEOREMA. 

Se da un punto qualunque si conducono ad una sfera le 
due normali ed una obbliqua , questa è maggiore della nor- 
male minore ed è minore della normale maggiore. 

Di fatto il piano che passa per l’ obbliqua e pel centro 
della sfera , taglia la sfera seguendo un cerchio massimo, che 
ha per normali le due normali alla sfera e per obbliqua ec. 

( Facile ). 



PROPOSIZIONE XL. 



TEOREMA. 

Se per un punto qualunque si conducono ad una sfera 
le normali e dello obblique; 

1) due obblique egualmente lontane da una stessa nor- 
male sono eguali; 

2) di dite obblique disugualmente lontane dalla normale 
minore , quella che più si allontana è fa minore. 

Si conducano i raggi de’ piedi delle obblique ec. 

( Facile ). 



PROPOSIZIONE XLI. 



TEOREMA. 

Due sfere sono esterne l' una all' altra se fa disianza dei 
centri è maggiore della somma de' raggi. 

( Facile). 
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Due sfere si dicono tangenti quando in un punto comune 
hanno il piano tangente comune. 

. PROPOSIZIONE XLII. 

TEOREMA. 

Due s/ere sono langcnli esternamente se lo distanza dei 
centri è eguale alla somma de' raggi. 

( Facile ). 



PROPOSIZIONE XLIII. 

TEOREMA. 

Due sfere si tagliano se la disianza de' centri è minore 
della somma ed e maggiore della differenza de' loro raggi. 

( Facile ). 

Scolio. La linea d'intersezione delle due superficie sferiche 
è una circonferenza che ha il centro sulla centrale dello due 
sfere , ed il cui piano è pcrpepdicolaro alla centrale stessa. 
(Vedi Scolio della Prop. 4). 

PROPOSIZIONE XLIV. 

TEOREMA. 

Due superficie sferiche sono tangenti internamente se la 
distanza de’ centri è eguale alla differenza de loro raggi. 

( Facile ). 

Scolio. Il punto comune a due sfere tangenti cosi interna- 
mente come esternamente , trovasi sulla centrale delle due 
sfere. 



PROPOSIZIONE XLV. 

TEOREMA. 

Due superficie sferiche sono interne l'una all' olirà se la 
distanza de’ centri è minore della differenza de’ raggi. 
(Facile). 

Scolio. Le reciproche delle cinque precedenti proposizioni 
sono vere. 
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TEOREMI. 



1 ) Le tangenti condotte ad una sfera da un punto ester- 
no , sono eguali tra loro ; 

2) il luogo di queste tangenti è una superficie conica di 
rivoluzione ,• 

3) il luogo de’ loro punti di contatto è una circonferenza 
situata in un piano perpendicolare al diametro clic passa 
pel punto dal quale si sono condotte le tangenti. 

1) Consideriamo le due tangenti AD ed AE (fig. 27S) e con- 
duciamo i raggi OD ed OR de' punii di coniano. I due trian- 
goli rellangoli ADO ed AEO hanno l' ipotenusa AO di comune 
ed il cateto OD eguale al cateto OE , onde AD = AE. 

2) Dati' eguaglianza de' triangoli ADO ed AEO risulta che 
F angolo DAO è eguale all’ angolo EAO ; onde ec. 

3) Facile — vedi Scolio della Prop. 4. 

Coroli. Se il punto A si suppone ad una disianza infinita, 
le tangenti diventano parallele al diametro BC ; onde: 

Il luogo delle tangenti ad una sfera, parallele ad una data 
retta , è una superficie cilindrica di rotazione tangente alla 
sfera. 

Questa verità può anche dimostrarsi nel modo seguente. 

Pel centro della sfera si conduca un piano perpendicolare 
alla retta data , questo taglierà la superficie sferica seguendo 
una circonferenza di circolo massimo. Le rette parallele alla 
retta data , condotte pei differenti punti di questa circonfe- 
renza , ed esse sole , saranno le tangenti alla sfera parallele 
alla retta data ec. cc. 

Scolto. Le considerale superfìcie conica e cilindrica, si di- 
cono circoscritte olla sfera 0, e questa questa si dice inscritta 
in esse. 

PROPOSIZIONE XLV1I. 

TEOREMA. 

Per due circonferenze segnale sopra una sfera si possono, 
in generale , far passare due superficie coniche. 

Siano AEB c CFD (flg. 279) due circonferenze segnale sopra 
la sfera 0, ed ÀCDB la circonferenza di circolo massimo ad 

27 
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esse perpendicolare , se conduciamo le corde AC e DB, e sup- 
poniamo clic queste prolungale concorrano in V, la superficie 
conica che ha V per centro e la circonferenza AEB per di- 
retlricc , dico che passerà per la circonferenza CFD. 

Si conduca pel punto V la VP perpendicolare al piano AMB ; 
la corda AB , prolungala se bisogna , passerà pel suo piede 
P, c l’angolo APV sarà retto. Nel piano AVP conduciamo CQ 
perpendicolare ad AV , avremo un quadrilatero ACQP , nel 
quale due angoli opposti saranno retti , perciò sarà iscritti- 
bile, e darà VAXVC=VPXVQ. Per un punto qualunque M della 
circonferenza AMD conduciamo la VM, c congiungiamo il punto 
N , dove questa incontra la superficie sferica , col punto Q, 
ed il punlo M col punto P , il quadrilatero MXQP sarà iscrit- 
tibile perchè V M X V N=V A X V C= Y Px V Q ma l’angolo MPQ 
è retto , dunque sarà retto anche 1’ angolo MNQ . e per con- 
seguenza anche 1’ angolo VNQ . onde il punlo N appartiene 
alla superficie della sfera che ha YQ per diametro. L’ inter- 
sezione della superficie conica VAMB e della sfera 0 è dun- 
que anche l’ intersezione della sfera che ha per diametro YQ, 
e della sfera 0 ; ma la intersezione di queste due sfere è la 
circonferenza CFD, che passa per C e D , cd è perpendico- 
lare al piano AVP ; dunque ec. . . . 

Sia V' il punlo d’inlersesionc delle corde AD e CB; si pro- 
verà similmente che la superficie conica che ha per centro 
V' e la circonferenza AMB per direttrice , passa per la circon- 
ferenza CND. 

Un poliedro che ha tulli i suoi vertici sulla superficie di 
una sfera dicesi iscritto nella sfera, la quale a sua volta di- 
eesi circoscritta al poliedro. 

Un poliedro che ha tutte le sue facce tangenti ad una sfera 
dicesi circoscritto alla sfera, la quale dicesi iscritta nel po- 
liedro. 



PROPOSIZIONE XLVin. 

TEOREMA 

Ad ogni tetraedro ABGD (fig. 28 0) si può circoscrivere 
nna sfera, ed uno sola. 

Pei punti raedii de’ tre Iati AB, AC, AD si conducano ad essi 
i piani perpendicolari , questi s’ incontreranno in un punto , 
che sarà il solo egualmente lontano dai punti A.,B,C e D. 
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F IMPOSIZIONE XL1X. 

TEOREMA 

In ogni tetraedro ABCD ( fig. 280) si pud iscrivere una 
sfera, ed una sola. 

Sì conducano i piani bisetlori degli angoli diedri BC , CD 
e BD , le cui costole uou passano per uno stesso vertice , 
essi s' incontreranno in un punto , il solo interno al tetraedro 
ed equidistante dalle quattro facce del tetraedro. 

Scolio. Prolungando le facce del tetraedro si potranno de- 
scrivere quattro sfere esterne al tetraedro e tangenti ai piani 
delle sue facce. 



PROPOSIZIONE L. 

TEOREMA 

Ad ogni poliedro regolare può circoscriversi ed iscriversi 
una sfera. 

Sia AB ( fig. 281 ) una costola comune a due facce nddia- 
ccnli , i cui centri siano C e D ; le perpendicolari abbassale 
da qucsli punti ad AB, passeranno pel mezzo E di questa co- 
stola , ed il piano delle due rette CE e DE sarà perpendico- 
lare a questa stessa costola (Prop. 2.*) e p. c. a ciascuna di 
queste (acce (Prop. 27); onde le Dif,Cc, perpendicolari. allo 
due rette DE e CE nel piano CED, saranno perpendicolari alle 
due facce (Prop. 28), ed il loro punto d’ incontro 0, a causa 
de’ vertici comuni A e B, sarà equidistante dai vertici dello 
due facce. Di più se si congiunge OE, i due triangoli OCE.ODE, 
hanno l’ ipotenusa OE di connine ed i cateti CE ed ED eguali, 
dunque sono eguali ed OC = OD. 

Sia I il centro di ima faccia addiacentc a quella clic ha per 
centro C , e sia Oli il lato comune a queste due facce. Si 
abbassino CF ed 1F perpendicolari a Gli . c si congiungano 
OF ed 01. Siccome 1’ angolo 1FC , rettilineo corrispondente 
all' angolo diedro GII, è eguale all'angolo CED, rettilineo cor- 
rispondente all’ angolo diedro AB , ed Ol’C 6 eguale ad OEC 
metà di CED, così l’angolo OFC=sOFI , onde i due triangoli 
OFC ed OFI sono eguali; c perciò OI=OC, e l'angolo 01F è 
retto. 01 trovandosi in un piano perpendicolare alla laccio che 
ha per centro I , cd essendo perpendicolare alla comune in- 
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lersezionc 1F , è perpendicolare a qucsla faccia, dunque 0 è 
equidistante dai vertici delle tre facce che hanno per centri 
D,C ed ] , ed è equidistante da questi tre centri. Simile di- 
mostrazione per gli altri vertici e per gli altri centri. La sfera 
descritta col centro 0 e col raggio OA è dunque circoscritta 
al poliedro , e quella descritta col centro 0 e col raggio OC 
è iscritta nel poliedro. 



PROBLEMI RELATIVI AL LIBRO SESTO 



PROBLEMA f. 

Essendo data una sfera , determinare il suo raggio. 

1. * Sol. Con un punto qualunque P <fìg 282 ) preso sella! 
data sfera come polo , si descriva su di essa una circonfe- 
renza ; si sognino su qucsla circonferenza tre punti ad arbi- 
trio A , li , C j si costruisca sopra un piano qualunque un 
triangolo i cui tali siano rispettivamente eguali ad AB,BC e CA ; 
a questo triangolo si circoscriva un cerchio ; il suo raggio 
sarà eguale a quello del cerchio descritto sulla sfera. S' im- 
maginino condoni i due raggi OA,OP della sfera, la corda AP, 
ed il raggio AG del cerchio ABC. Del triangolo rettangolo AGP 
si conoscono l’ ipotenusa Al’ ed il cateto AG, e si potrà per- 
ciò determinare I' angolo APG Del triangolo isoscele APO si 
conoscono la base AP ed i due angoli adjacenli , e si potrà 
determinare OP , che è appunto il raggio cercalo. 

2. a Sol. Si prendano sulla sfera due punti qualunque M ed 
N ; si determinino sulla stessa sfera tre altri punti A,B,C cia- 
scuno de’ quali sia equidistante da M e da N; il piano che 
passa pei punti A,B c C è perpendicolare alla corda MA’ nel 
suo mezzo, perciò passa pel centro della sfera , o la sezione 
da esso prodotta nella sfera è un circolo massimo. Sopra un 
piano qualunque si descriva un triangolo i cui tre lati siano 
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rispettivamente eguali alle corde AB,BC e CA ; si circoscriva 
a questo triangolo un cerchio ; il raggio di questo cerchio sarà 
eguale al raggio della sfera. 

Scolio. Determinalo il raggio d' una sfera , è facile determi- 
nare la corda del quadrante , la quale è quanto 1’ apertura 
che deve deve avere il compasso per descrivere archi di cer- 
chi massimi sulla sfera. 

PROBLEMA 2. 

Determinare i poli cl’una circonferenza di cerchio mas- 
timo che passa per due punii A , B dati sulla superficie di 
una sfera. 

Dai punii A e B come poli si descrivano due circonferenze 
di cerchi massimi; i due punti P e P', nei quali esse s’ in- 
contrano, sono i poli della circonferenza di cerchio massimo 
che passa pei punti A e B. 

Scolio 1. Se i punti A cBsi trovassero alle estremità di uno 
stesso diametro , le due circonferenze di cerchio massimo de- 
scritte coi punti A e B come poli coinciderebbero , ed il pro- 
blema ammetterebbe infinite soluzioni. 

Scolio 2. Dopo ciò il problema : Descrivere una circonfe- 
renza di cerchio massimo, die passa per due punti dati sulla 
superficie d’ una sfera , non presenta difficoltà. 

PROBLEMA 3. 

Dividerà in due parli eguali un dato arco di circolo mas- 
simo n minore. 

( Facile ). 



PROBLEMA 4. 

Ter un punto dato sulla superficie d’ una sfera condurre 
un arco di circolo massimo perpendicolare ad un dato arco 
di circolo massimo o minore. 

( Facile ). 



PROBLEMA 3. 

Per Ire punti dati sulla superficie d' una sfera far passare 
una circonferenza di cerchio. 

( Facile ). 
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PROBLEMA 6. 

Descrivere una circonferenza di circolo massimo, che passi 
per un punto dato , e che sia tangente ad un dato circolo 
minore. 

1) Il dato punto M stia sulla data ciroonfercnza AMB ( fìg.283 ). 

Si descriva la circonferenza di circolo massimo, che passa 

per M e pel polo P del circolo AMB ; si prenda MP' eguale 
ad un quadrante ; dal punlo P' come polo si descriva una 
circonferenza di circolo massimo ; questa sarà tangente in M 
al circolo AMB. 

2) Il dato punto M stia fuori della data circonferenza ANR 

(fig. 281). 

Sia P il polo della circonferenza ANB , che è più vicino ad 
essa ; con questo punto come polo c con una distanza po~ 
lare eguale al complemento della distanza polaro PB , si de* 
scriva una circonferenza DEE ; col dato punlo M come polo 
si descriva una circonferenza di circolo massimo . e siano D 
ed F due punti in cui questa tagli la DEF ; la circourcrenza 
di circolo massimo descrilla da uno qualunque de' due punti 
come polo, passerà per M e sarà tangente ai circolo ANB. 

Scolio. In questo secondo caso il problema può ammetterà 
o due soluzioni, c una sola, o nessuna. 



i 
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Relazioni Ira gli clementi delle ligure 



Le proposizioni relative ai sistemi omotetici (Libro. 3.) non 
cambiano allorché gli elementi delle figure souo comunque nel- 
lo spazio. 

PROPOSIZIONE I. 



TEOREMA. 

I sci centri di omotetia di quattro figure S , S' , S" , S’" , a 
due a due omotetiche , stanno in uno stesso piano. 

Siano 0' , 0" ed 0"' i tre centri di omotetia della figura S 
con ciascuna delle rimanenti tre S' , S" ed S'" , 0,", ed 0,"' i 
centri di omotetia della figura S' con ciascuna delle figure S" 
ed S"', ed 0,"' il centro di omotetia della figura S" con la fi- 
gura S'". Ognuno de’ tre assi di omotetia 0'0"0," , 0'0'"0,'" , 
0 1 "0 I '"0,'" ha un punto di comune con ciascuno degli altri due, 
dunque questi tre assi , e per conseguenza i sei punti Q?,0", 
0"' , 0," , 0,"' , 0,"' stanno in uno stesso piano. 

Scolio. 1. Se una delle quattro figure è omotetica diretta a 
ciascuna delle altre tre , i quattro assi di omotetia sono di- 
retti , ed il piano in cui essi stanno diccsi |piano di omotetia 
diretta. Se due delle quattro figure sono omotetiche dirette 
tra loro ed inverse alle altre due , i quattro assi di omotetia 
sono tulli inversi, ed il loro piano diccsi di omotetia inversa. 
Finalmente se tre figure sono ometeliche dirette tra loro ed 
inverse alla rimanente, i quattro assi sono ,uno di omotetia 
direna e tre di omotetia inversa , ed il loro piano dicesi di 
omotetia diretta e inversa. 
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Scolio 2. Se quattro figure a centro sono a due a due omo- 
tetiche , siccome tre di esse hanno un asse di omotetia diretta 
e tre assi di omotetia inversa ( Lib . 3. Prop. fO. Scol.) , e eoa 
quattro figure si hanno quattro sistemi ognuno di ire figure , 
così esse avranno quattro assi di omotetia diretta c dodici assi 
di omotetia inversa. Di più siccome le quattro figure possono 
considerarsi o tutte come omotetiche dirette , o due dirette 
fra loro ed inverse alle altre due (tre sistemi) , o finalmente 
tre dirette fra loro ed inverse alla quarta (quattro sistemi), 
così se quattro ligure a centro sono a due a due omotetiche, 
esse hanno un piano di omotetia diretta , tre piani di omo- 
tetia inversa , c quattro piani di omotetia diretta e inversa. 

PROPOSIZIONE II. 

ìli • 

TEORESI. 

Due poliedri omotetici hanno i lati omologhi paralleli e pro- 
porzionali, le facce omologhe omotetiche, gli angoli poliedri 
omologhi eguali o simmetrici, secondo che i poliedri sono 
omotetici diretti o inversi, e possono essere scomposti in uno 
stesso numero di tetraedri omotetici. 

( Facile ) 

Coroll. Due poliedri simili hanno le facce omologhe simi- 
li , gli angoli poliedri omologhi eguali o simmetrici, secondo 
che la similitudine e diretta o inversa , e possono essere 
scomposti in uno stesso numero di tetraedri simili. 

Scolio. I lati omologhi , le diagonali omologhe , od in ge- 
nerale tutte le rette omologhe di due poliedri simili , sono 
proporzionali. 

« PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA. 

Due poliedri P c p sono direttamente o inversamente simili 
quando hanno tulle le loro facce simili ciascuna a ciascuna , 
e gli angoli poliedri omologhi eguali o simmetrici. 

Supponiamo che i vertici omologhi de’ due poliedri siano 
indicati dalle stesse lettere , majuscole per l’ uno e minuscole 
per l'altro. 
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Poiché dall'ipotesi risulta che i lati omologhi de' due po- 
liedri sono proporzionali , indicheremo con r il rapporto di 
due Iati omologhi qualunque. 

Se costruiamo un poliedro p' omotetico diretto o inverso 
a P (secondo che P e p hanno gli angoli eguali o simme- 
trici ) , in modo che ^ s= r , sarà facile il vedere che i duo 

poliedri p c p' hanno le facce eguali c gli angoli poliedri 
omologhi eguali , dunque sono eguali, e per conseguenza . . . 

Scotio. Cauchy ha dimostrato ( Journal de l’ Ec ole Poly- 
iechniquc e. 16) che due poliedri convessi sono eguali quando 
hanno le facce eguali e disposte nello stesso modo ; possiamo 
quindi concludere che due poliedri convessi sono simili , 
quando hanno le facce omologhe simili e similmente disposte. 

Coiioii. Due poliedri regolari dello stesso numero di facce 
sono simili. 



PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

Due poliedri sono simili se possono scomporsi in un me- 
desimo numero di tetraedri omologhi simili. 

( Dimostrazione analoga alla precedente ). 

PROPOSIZIONE V. 



TEOREMA. 

Due prismi sono simili quando hanno un angolo triedro 
eguale compreso fra tre facce rispettivamente simili. 

( Facile ). 

Scotio. Il numero delle condizioni necessarie per la simili- 
tudine di due prismi, le cui basì hanno ciascuna n lati , è 
2n — 1. 



PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

Due piramidi sono simili se hanno un angolo diedro eguale 

28 
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compreso Ira la base ed una faccia lulcraic rispettivamente 
simili c disposte nello stesso ordine. 

( Facile ). 

Cottoli. Due tetraedri sono simili se hanno: 

1) Ire facce simili c similmente disposte , o 

2) un angolo diedro eguale compreso tra facce simili cia- 
scuna a ciascuna , o 

3) una faccia simile, e gli angoli diedri addiaccnli eguali 
ciascuno a ciascuno e similmente disposti , o 

4) i lati proporzionali e disposti nello stesso modo. 

Scolio. 11 numero delle condizioni necessarie per la simili- 
tudine di due piramidi, le cui basi hanno ciascuna 7i lati , è 
2n — 1. 



PROPOSIZIONE VII. 



TEOREMA. 

La superficie omotetica ad una superfìcie cilindrica è una 
superficie cilindrica, la cui dirctlricc è omotetica a quella 
della proposta , e le cui generatrici sono parallele a quelle 
della proposta. 

Con un punto qualunque 0 come ccnlro di oinolclia e col 
rapporlo r (r essendo il dato rapporto di similitudine), si 
costruisca la linea abe omotetica alia direttrice ABC del dato 
cilindro. La generatrice di questo cilindro , la quale passa 
pel punto A ha per linea omotetica una retta ad essa paral- 
lela e clic passa pel punto « omologo ad A ; onde chiara- 
mente si scorge che la superflcie omotetica alla superficie ci- 
lindrica data è generala da una retlu che appoggiandosi 1 con- 
tinuamente alla linea abe , resta costantemente parallela alla 
generatrice della superflcie data. 

Cohou. 1 . Se due superficie cilindriche omotetiche si ta- 
gliano con un piano qualunque P , le due sezioni surauuo 
omolclichc , ed il centro di omotetia sarà il punto d’ interse- 
zione del piano P , con la retta condotta parallelamente alle 
generatrici dal centro di omotetia 0 delle due superficie (di- 
mostrazione facile, conducendo un piano parallelo a P dal 
punto 0. ) 

Coroll. 2. Due superflcie cilindriche omotetiche hanno un 
infinità di centri di omotetia situali tulli sopra una retta pa- 
rallela alle generatrici. 
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Coroll. 3. Se le direllrici sono curve a ccnlro , le due su- 
perficie cilindriche omotetiche hanno un infinità di centri di 
omotetia situali sopra due rette parallele alle generatrici. 

PROPOSIZIONE Vili. 



TEOREMI. 

Due superficie cilindriche sono simili , se avendo le diret- 
trici simili, le generatrici che passano per due punti omo- 
loghi di esse, sono due rette omologhe. 

Siano S ed s (fit 7. 2S3) due superficie cilindriche le cui di- 
rettrici CAR , cab siano simili , e le generatrici AG , ag che 
passano pei punti omologhi A , a di esse , siano omologhe , c 
e sia r il rapporto di similitudine ; con un punto qualunque 
0 come centro di omotetia e collo stesso rapporto r, costruiamo 
la superficie s' omotetica ad S, dico che essa è eguale ad s. 

Hi vero , le lince c'u'b' c cub sono una omotetica e 1’ altra 
simile a CAB, ed il rapporto di similitudine è lo stesso; dun- 
que esse sono eguali Ira loro ; c di più se prendiamo sulle 
generatrici AG , ag i punti G e g in modo che siano dalle 
stesse parli per rapporto alle linee CAB c cab , e che si ab- 
AG 

bia — = r, c segniamo il punto g' omotetico a G, sarà 

ag = a'g'. Inoltre presi duo punti qualunque B c C sulla di- 
rettrice CAB , c gli omologhi b c c , b' e c' sulle cab.c'a'b' sarà 
facile il vedere che i due tetraedri gabe , g'a'b'c' sono eguali, 
onde soprapponcndo la superficie s alla s' in modo che le di- 
rellrici coincidano, coincideranno anche le generatrici ag,a'g', 
c perciò anche le superficie. 

Coroll. 1. Due superficie cilindriche sono simili se le loro 
sezioni rette sono simili. 

Coroll. 2. Due superficie cilindriche circolari sono simili 
se gli angoli delle generatrici colle rispettive basi sono eguali. 

Coroll. 3. Due cilindri circolari sono simili se le rette che 
congiungono i centri delle basi in ciascun cilindro , fanno 
angoli eguali con le rispettive basi, e di più stanno tra loro 
come i raggi di queste basi; c reciprocamente. 

Coroll. 4. Due cilindri retti sono simili se gli assi sono 
proporzionali ai raggi delle basi : e reciprocamente. 
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PROPOSIZIONE IX. 

TEORESI* . 



la superficie omotetica ad una superficie conica è una 
superficie conica , la cui direttrice è omotetica a quella della 
proposta , e che ha per centro il punto omotetico al centro 
della proposta. 

Diin. simile a quella delia Prop. 7. 

PROPOSIZIONE X. 



TEORESA. 

In due superficie coniche omotetiche le sezioni prodotte 
da un piano qualunque sono omotetiche inverse o dirette 
secondo che il piano segante incontra la retta de' centri delle 
superficie in un punto compreso tra i due centri, o che tro- 
vasi da una stessa parte di essi ; il centro di omotetia delle 
due sezioni è il punto d' incontro del piano segante con la 
retta de’ centri dette superficie , e questi centri sono punii 
omologhi. 

Di fatto , siano S ed S' ( flg. 286 ) due superficie coniche , 
omotetiche , C e C' i loro centri ed A ed A' 4 punti dove il 
piano segante incontra due generatrici omologhe CA e C'A' ; 
se ii piano segante non è parallelo alia retta de' centri CC' la 
congiuogenle AA' incontrerà la CC' in un punto 0, ed i due 

triangoli equiangoli OCA, OC' A' daranno 

OA Ul* 1 

Se il piano segante fosse parallelo alia retta de' centri le 
sezioni sarebbero eguali. In vero , conduciamo le perpendi- 
colari CD e C'D’ ni piano segante e congiungiaino DA" , DB", 
DC" e D'A' , D'B',D'C' ,A".B" e C" essendo de' punti omologhi 
ad A' , B' e C'. ; le rette DA". DB" e DC" sono rispettivamente 
eguali e parallele a D'A' , l)'B' e D'C' ec. cc. 

Coroll. Due superficie coniche oniolcliche sono eguali cd 
ammettono un numero infinito di centri di omotetia situati 
sulla retta de' centri delia superficie. Il rapporto di omotetia 
c indeterminato. 
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PROPOSIZIONE XI. 

TEOREJIA. 



Due superficie coniche sono simili se le direttrici sono si- 
mili , ed i cenili, sono punii omologhi. 

( Facile ) 

Coso li. 1. Due superficie coniche circolari sono simili se 
le rette che congiungono i centri delle superficie coi centri 
delle circonferenze direttrici , fanno angoli eguali coi piani 
di queste, e sono proporzionali ai loro raggi. 

Canon.. 2. Due coni circolari sono simili se le rette che 
congiungono i loro vertici coi centri delle basi fanno angoli 
eguali colle delle basi e sono proporzionali ai loro raggi; e 
reciprocamente. 

■ Corou. 3. Due coni retti sono simili se le altezze sono 
proporzionali ai raggi delle basi ; ovvero se i loro angoli 
sono eguali ; e reciprocamente. 

PROPOSIZIONE XII. 



TEOREMA. 



La superficie omotetica ad una superficie di rotazione è 
ancì te una superficie di rotazione, descritta da una genera - , 
tricc omotetica a quella della prima , attorno ad un asse 
omotetico a quello della prima. 



Di vero, con un centro qualunque 0 e con un rapporto r 
si costruisca la superOcie S' omotetica alla superficie data S. 
Se A' è la retta omotetica all' asse A , e per queste due rette 
si conducono due piani paralleli qualunque, le sezioni da essi 
prodotte nelle superficie saranno omotetiche. Similinenlc con- 
duccndo per le stesse rette A ed A' due altri piani paralleli, 
avremo due altre sezioni omotetiche ; ma le sezioni prodotto 
netta superficie S sono eguali ; dunque le sezioni prodotte 
nella seconda saranno anche eguali cc. ec. 
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PROPOSIZIONE XIII. 



TEOREMA. 

Dite superficie di rivoluzione sono simili se le curve me- 
ridiane sono simili e gli assi sono linee omologhe. 



Siano S ed S' duo superficie di rotazione che abbiano le 
generatrici simili e gli assi omologhi ; si costruisca con un 
punto qualunque 0 come centro di omotetia , e col rapporto 
delle due date generatrici, la superficie S" omotetica ad S; 
si proverà facilmente che la generatrice di S' 6 eguale a quella 
di S". . . . 

Coroll. 1. Due sfere sono sempre omotetiche. 

Coroll. 2. In due sfere disuguali i poligoni sferici deter- 
minali da angoli poliedri al centro eguali , sono simili. 

Scolio. Due sfere ammettono sempre due centri di omotetia, 
c sono propriamente i centri di omotetia de’ due circoli mas- 
simi determinati da un piano qualunque che passa pc’ loro 
centri. 

Quindi : Tre sfere hanno gli stessi centri ed assi di omo- 
tetia de' loro cerchi massimi determinali dal piano de’ centri 
delle sfere. 






APPENDICE AL LlIlltO SETTIMO 



PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

Ogni piano M parallelo a due lati AB, CD d‘ un quadrilo- 
lero storto, divide gli altri due lati AD,BC in parti propor- 
zionali ( fig. 287 ). 

Per ciascuno de Iati AB, CD si conduca un piano parallelo 
al piano SI cc. cc. 



Digitized by Googte 




IIBBO SETTIMO 



223 



Scotio. Ogni rclln che divide proporzionalmente due lati 
opposti d’ un quadrilatero storto , sia in un piano parallelo 
agli altri due lati. 



PROPOSIZIONE II. 



TE0I1EJU. 



Se una retta EF divide due lati opposti AB, CD (fin. 288) 
d un quadrilatero ABCD ( storto o pur no), in segmenti pro- 
porzionali , ed una seconda retta GII divide gli altri due 
lati BC , Al) anche in segmenti proporzionali : 

1) queste due rette stanno in uno stesso piano ; 

2) ciascuna di esse è divisa dall’ altra in segménti pro- 
porzionali ai segmenti de' lati che essa non incontra , talché 

KF _ BG _ AH Gl _ BE CF 

JF GC HD ’ UT ÈA FU' 



1.® Pei punii E,B,C,F conduciamo le rollo Eil.BK CL FN 
parallele alla reità GII, e siano M,K,L,N i punii in cui queste 
ielle incontrano il piano P condono per la retta AD parallela- 
mente alla retta BC. I piani ABK,DCL sono paralleli, e perciò le 
loro intersezioni AK , LD col piano P sono parallele • la in- 
tersezione KHL del piano delle parallele BK,GII,CL còl piano 
P c poi parallela alla retta BC. 

Poiché Eli è parallela a BK , ed FN a CL , avremo 

MK _ BE LN CF 

AM ~ AE C “ NI) ~ FD ’ 



ma per ipotesi KA — jFg 5 dunque ™ e per conseguenza 

AK LD A , , » r » r» 

AM = Air 0ra,,nan g° lisimili AIIK,LIID danno ~=— ; dun- 

AM ND 

< l ue Xìj — I triangoli AILH,DIIN sono simili, perchè hanno 



un angolo eguale 
due angoli AMI, 
in linea retta, e 



compreso tra lati proporzionali , dunque i 
DIIN sono eguali , e perciò MII ed I1N stanno 
le rette EF e GII stanno in uno stesso piano. 
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2.® La retta HI è parallela alle rette EM ed FN ; quindi 
iT = ìiN ; ma === JTii • la simiglianza de' triangoli AMII, 
NHD : dunque 

Et AH BG 

1F 1ID GC * 

Similmente si dimostrerebbe che 
Gt _BE_CF 
IH KA FD ' 

Scolio. Ciascuna delle rette EF,GH sta in un piano parallelo 
ai lati che essa non incontra. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREJM. 

Ogni piano trasversale determina sui quattro lati d' un 
quadrilatero storto olio segmenti tali, clus il prodotto di 
quattro non consectilivi , è eguale al prodotto degli altri 

quattro. 

Siano E,F,G,H (fig. 289 ) i puntila cui un piano incontra 
i lati d' un quadrilatero storto ABCD, e supponiamo che que- 
sto piano incontri la diagonale AC , prolungala se bisogna , 
in un punto I. Poiché i punti E,F,I, stanno in linea retta si ha 

BE X CF X AI = AE X BF X CI ; 

e poiché i punti H,G,I stanno in linea retta , 

All X CI X DG = CG X DII X AI ; 

c moltiplicando tra loro le due precedenti eguaglianze, e sop- 
primendo AI X CI , 

AH X BE X CF X DG n AE X BF X CG X DII. 
Supponendo il piano trasversale parallelo alle diagonali si ha 
BE X CF = AE X BF , 

AII X DG = CG X DII ; 

e p. c. 

AII X BE X CF X DG = AE X BF X CG X DII. 
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Scotio, t. I punti E , F , G , II sono sempre in numero pari 
sui lati. 

Scotio 2. La reciproca è vera. 

Si chiama rapporto anarmonico dì quattro piani che pos- 
sono per tino stessa retta, il rapporto anarmonico del fascio 
di quattro rette, che si ottiene tagliando i quattro piani con 
un quinto perpendicolare alla loro comune intersezione. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

Quando quattro piani A , B , C , I) , passano per una stessa 
retta MN ( fig. 290 ) un piano trasversale OAD li taglia se- 
guendo quattro rette OA.OB,OC,OD, il cui rapporto anarmo- 
nico è sempre eguale al rapporto anarmonico de' quattro 
piani. 

Di vero, un piano A’ED' perpendicolare alla MN taglia i quattro 
piani seguendo quattro rette EA' , EB' , EC' . ED' , le quali in- 
contrano rispollivamenle le rette OA,OB,OC,OD, in quattro 
punti a,h,c,cf, in linea retta. Il rapporto anarmonico dei quat- 
tro punti a,b,c,d è eguale al rapporto anarmonico tanto del 
fascio delle quattro rette OA.OB.OC.OD, quando del fascio 
delle quattro rette EA',EB’,EC',ED', ec. ec. 

Canon. Quando quattro piani passano per una stessa retta, 
una trasversale qualunque li incontra in quattro punti il cui 
rapporto anarmonico è eguale al rapporto anarmonico dei 
quattro piani. 

Scoi w. 1. Se due sistemi corrispondenti, uno di quattro 
punti in linea retta, e l’altro di quattro rette che passano 
per un punto e stanno in uno stesso piano, hanno i loro rap- 
porti enarmonici eguali, e tre de’ piani determinali da cia- 
scuno de’ quattro punti e dalla corrispondente retta , passano 
per una stessa retta, il quarto piano passerà anche per questa 
stessa retta. Quando uno de’ punti si trova sulla retta corri- 
spondente , i tre piani determinali da ciascuno de’ tre rima- 
nenti punti e dalla corrispondente retta , passano per una 
stessa retta. 

Scolio 2. Se due sistemi corrispondenti uno di quattro rette 
clic passano per uno stesso punto c stanno in uno stesso 
piano, e l’altro di quattro piani che passano per una retta, 
hanno rapporti anarmonici eguali , e sono situati in modo clic 

29 
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i punii d’ incontro di Ire relle del primo sistema coi corri- 
spondenti piani del secondo stanno in linea retta , sulla me- 
desima retta si troverà il punto d’ incontro della quarta retta 
del primo sistema col quarto piano del secondo. Se una delle 
rette del primo sistema trovasi nel piano corrispondente del 
secondo sistema, i tre punti d’incontro di ciascuna delle tre 
rimanenti rette col corrispondente piano stanno in linea retta. 

Scotio H. In due fasci di quattro relle , clic sono cor- 
rispondenti , hanno rapporti anarmonici eguali e centro co- 
mune, se tre de’ piani determinali da ciascun raggio del primo 
fascio e dal corrispondente del secondo, passano per una 
stessa retta, il quarto piano passerà anche per la stessa retta. 
Se due relle corrispondenti coincidono , i tre rimanenti piani 
passano per una stessa retta. 

Scotio 4. In due sistemi ciascuno di quattro piani che 
passano per un asse , i cui rapporti anarmonici sono eguali 
ed i cui assi si tagliano , se le intersezioni di tre facce del 
primo con le corrispondenti del secondo . stanno in una 
stesso piano , in questo stesso piano si troverà l’ intersezione 
delle due rimanenti facce de' fasci. Se due facce corrispon- 
denti stanno iu uno stesso piano , le tre intersezioni delle tre 
rimanenti facce di uno de’ fasci con le corrispondenti dell'al- 
tro stanno in uno stesso piano. 

Un sistema di quattro piani che passano per una stessa 
retta si dice armonico , quando il fascio di quattro rette che 
si ottiene con un piano che taglia i quattro piani del sistema, 
è un fascio armonico. 



PROPOSIZIONE V. 



TEOREM. 

Se quattro piani che passano per una stessa retta formano 
un sistema armonico, i quattro punti d' intersezione di una 
trasversale qualunque coi quattro piani formano un sistema 
armonico , e reciprocamente. 

( Fucile ) 

ConoLt. Se quattro piani che passano per una stessa retta 
formano un sistema armonico, una retta parallela ad uno di 
essi è incontrala dagli altri tre piani in tre punti tali che 
l’ interno 6 equidistante dagli altri due. 

Reciprocamente quattro piani condotti per una stessa rolla 
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formano un fascio armonico se Ire di essi determinano sopra 
una rolla parallela al quarto Ire punti tali che l' interno è 
equidistante dagli alfri due. 

Scotio. Se per un punto A (fìg.29t) si conduce una retta, 
c si fa muovere comunque intorno al punto A , il luogo del 
conjugato armonico B di A , per rapporto ai punti d’ interse- 
zione C c B della retta con le due facce di un angolo diedro 
P11NQ, è un piano R che passa per la costola SIN. Il punto A 
dicesi polo del piano SINK, e questo, piano polare del punto 
A, per rapporto all' angolo diedro PSINQ. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

Se quattro piani che passano per una stessa retta formano 
un sistema armonico , e due piani coniugati sono tra loro 
perpendicolari , essi bisecano gli angoli degli altri due piani. 
Reciprocamente , due piani ed i pigiti biscttori de' loro an- 
goli diedri , formano un sistema armonico di quadro piani. 

Si conduca un piano perpendicolare alla retta comune ai 
quattro piani del sistema cc. ec. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

Se per un punto A si conducono due rette \bc,\bc' che 
incontrano le facce di un angolo diedro SIN rispettivamente 
ne’ punti b,c, e b',c\ e si congiungono bc,b'c, il punto d in- 
contro SI di queste congiungenti si trova sul piano polare 
di A per rapporto ali angolo diedro SIN. 

( Facile ) 



PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

Se due punti dividono armonicamente un diametro d una 
sfera . il rapporto delle distanze di un punto della su pel- 
itele della sfera da questi due punti , è costante. 

(Facile. Vedi Lib. t. Prop. 23.) 
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Scolio 1. La reciproca è vera. 

Scolio 2. Il luogo de' punii tali che il rapporto delle distanze 
dai due estremi d' una retta data, sia costante, è la superficie 
della sfera che ha per diametro la congiungente, de' punti elio 
dividono armonicamente nello stesso rapporto la retta data. 

PROPOSIZIONE IX. 



TEOREMA. 

Se due punti A e B ( fìg. 153 e 154 ) dividono armonica- 
mente un diametro CC' d’ una sfera 0, c per uno di essi A 
si conduce un piano F perpendicolare a questo diametro , 
un punto qualunque M di questo piano cà il punto B , di- 
vidono armonicamente la corda EB che passa per questi 
punti. 

( Facile . Vedi Lib. 4. Prop. 27.) 

Scolio. I soli punti del piano F godono di questa proprietà , 
quindi : il piano F è il luogo de’ coniugali armonici di B per 
rapporto ai punti d'intersezione delle seganti condotte da B, 
e delta superficie sferica 0. 

11 piano F dicesi piano polare del punto B , ed il punto 
B , polo del piano F , per rapporto alla sfera 0 . 

PROPOSIZIONE X. 



TEOREMA. 

Il vertice di un cono circoscritto ad una sfera è il polo 
del piano della circonferenza di contatto. 

( Facile ) 



PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

Il piano polare d’ un punto qualunque M d ’ un piano F 
(fig. 156) per rapporto ad una sfera, passa pel polo D di 
questo piano. 

Si conduca il piano MDG . . . ( facile ). 
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Scotio. Congiungiamo il punto SI col punto E ( fig. 292 ) , 
piede del diametro della sfera perpendicolare al piano F ; il 
piano polare del punto SI è perpendicolare alla retta SIC, c per 
conseguenza al piano S1GE , e di più passa pel punto 1). Ora 
se il punto SI si muore sulla retta S1E , il suo piano polare 
continuerà ad essere perpendicolare al piano S1EG, ed a pas- 
sare pel punto I) , dunque: Tutti i piani polari de' punti della 
retta S1E , passano per la retta DX condotta dal punto D per- 
pendicolare al piano SIEG. 

PBOPOS1ZIONE XII. 



TEOBEIA. 

Reciprocamente il polo M d’ un piano che passa per un 
punto D (fig. 236)', trovasi sul piano polare F di questo 
punto. 

( Facile ) 

Scotio 1. II polo di un piano che passa per la retta ESI 
( fig. 292 ) , deve trovarsi nel piano perpendicolare ad ESI nel 
punto E, c deve trovarsi nel piano polare di E, il quale passa 
per D ed è perpendicolare a DE , dunque deve trovarsi 
sulla I)N. 

Scotio. 2. Le due rette ESI , DN diconsi polari 1* una del- 
l' altra. 

Scotio 3. Se si hanno de' piani , rette e punti , e si co- 
struiscono per rapporto ad una sfera i poli de’ piani , le po- 
lari delle rette ed i piani polari de’ punti , si avrà una se- 
conda figura correlativa alla prima , nel senso che per ogni 
sistema di piani clic passano per un punto, oppure per una 
retta in una delle ligure, si hanno nell’ altra de’ punti in un 
piano o in una linea retta ; c reciprocamente. Queste due fi- 
gure vengono delle polari reciproche. 

Si chiama rapporto anarmonico di quattro punti di una 
circonferenza di circolo massimo di una sfera , il rapporto 
anarmonico del fascio di quattro raggi della sfera , che pas- 
sano pei detti punti. 

Se per un punto SI di una superficie sferica si conducono 
quattro archi di cerchi massimi , si chiama rapporto anar- 
monico del fascio sferico da essi formalo , il rapporto anar- 
monico de’ quattro piani di questi circoli massimi. 

Segue da ciò che : Il rapporto anarmonico de' quattro punti 
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d' intersezione di una circonferenza di circolo massimo coi 
quattro archi di un fascio sferico , è costante. 

Se i piani de’ quattro archi di un fascio sferico formano un 
sistema armonico , il fascio sferico si dice armonico. 

Quindi : 1 .° Se in un fascio sferico armonico due archi 
conjugali sono tra loro perpendicolari, essi dividono per metà 
gli angoli degli altri due archi. 

2.° Due archi di cerchi massimi ed i due. archi biscltori 
dei loro angoli , formano un fascio sferico armonico. 



PROPOSIZIONE xm. 

TEOREMA. 

In ogni fascio sferico armonico i quattro punti d’ interse- 
zione de’ quattro archi con la circonferenza di un circolo 
massimo qualunque, formano un sistema armonico. 

( Facile ) 

Scotio. Sia BNC ( fig. 29,3 ) un angolo formato da due archi 
di circoli massimi d’ una sfera , se per un punto A della su* 
perlìcie sferica si conduce un arco di circolo massimo A bc . 
c si fa rotare sulla sfera intorno al punto A , il luogo del 
punto d conjugalo armonico di A per rapporto ai punti b,c, 
c una circonferenza di circolo massimo che passa per N. 

Il punto A diccsi polo dell' arco Nd ed N'd arco polare di 
A , per rapporto all’ angolo BNC. 



PROPOSIZIONE XIV. 



TEOREMI. 

Se per un punto A (fig. 291) preso sulla superficie d’ una 
sfera si conducono due archi di circoli massimi A6c . A6V , 
i quali tagliano i lati NB,NC di un angolo sferico ne punti 
b,c,b',c', e si conducono gli archi di circoli massimi b'c c òc', 
i loro punti d’ incontro si trovano sull' arco polare di A per 
rapporto all' angolo BNC. 

( Facile ). 

Scotio. I quattro archi NA , NB , NM , NC , formano un fascio 
armonico , come pure i quattro archi Ac, AM, Ac', AN. 
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PROPOSIZIONE XY. 



TEORESA. 

in ogni quadrilatero sferico completo ciascuna delle dia- 
gonali è divisa armonicamente dalle altre due. 

( Facile ) 

Sci piani che passano per una stessa retta , si dicono es- 
sere tn involuzione , quando il fascio di sei rette che si ot- 
tiene tagliando i sei piani con un altro perpendicolare alla 
loro comune intersezione , è in involuzione. 

Sarà facile il provare che : Se sei piani che passano per 
una stessa retta sono in involuzione: I.° il fascio di sei rette 
clic si ottiene tagliandoli con un piano qualunque è in invo- 
luzione ; 2.° i sei punti d’ intersezione di una trasversale qua- 
lunque coi sei piani , sono in involuzione. 3.“ Se due dei 
piani sono perpendicolari ai loro conjugali , i due rimanenti 
sono perpendicolari tra loro. 

Sei punti situati sopra una circonferenza di circolo massimo 
d' una sfera , si dicono essere in involuzione sferica, se i sei 
raggi della sfera che passano per essi, formano un fascio in 
involuzione. 

Si vedrà facilmente che: 

1. ° Sei piani determinati da uno stesso diametro d’una sfera 
e da ciascuno di sei punii A,A',U,B',C,C', in involuzione sopra 
una circonferenza di circolo massimo , sono in involuzione. 

2. ® Se AA' = 90* e BB' = 90°, sarà pure CC' = !)0°. 

So da un punto della superifeie d’ una sfera si conducono 
sei archi di circoli massimi tali che i loro piani; siano in in- 
voluzione, diremo che questi archi formano un fascio sferico 
in involuzione. 

Segue da ciò che : 

In un fascio sferico in involuzione; I.® i sei punti d’in- 
contro de’suoi archi con una circonferenza di circolo massiino 
sono in involuzione; 2.® se due de’ sci archi fanno angoli retti 
coi loro conjugati , i rimanenti due archi sono tra loro ad 
angolo retto. 



PROPOSIZIONE XVI. 

TE0RR9A. 

Qualunque circonferenza di circolo massimo incontra i 
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sei lati d’ un quadrigono sferico completo ARCD ( fig. 293 ) 
in sci punii a,a’,b,b', c,c' in involuzione sferica. 

Di fallo il rapporto anarmonico dei quattro punti B,e,y,D c 
eguale al rapporto anarmonico tanto de’ quattro punii a',c,c',6, 
quando de’ quattro punti b'.c,c',a, ec. ec. 

Corollari!. Ycdi appendice al Lib. 3. Prop. 23. 

PROPOSIZIONE XYII. 

TEOREMA. 

Se si congiunge un punto qualunque di una superficie 
sferica coi sei vertici d' un quadrilatero sferico completo me- 
diante archi di circoli massimi, si avrà un fascio sferico 
in involuzione. 

( Facile ) 



PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA. 

Sopra una sfera 0 ( fig. 296 ) se dite punti A c B d' una 
circonferenza di circolo massimo BPC' perpendicolare ad un 
cerchio minore FCF', sono conjugati armonici per rapporto 
ai punti C c C' d’ intersezione delle due circonferenze, e per 
uno di essi A si conduce una circonferenza di circolo mas- 
simo FF' perpendicolare a BPC' , un punto qualunque 31 di 
questa circonferenza ed il punto B sono conjugati armonici 
per rapporto ai punti I) ed E d~ intersezione dell' arco di 
circolò massimo , che passa per B ed il , con la circonfe- 
renza del circolo minore FCF'. 

Di vero, i piani FAF',BCC',BDE incontrano il piano del cer- 
chio direttore FCF' seguendo le rette FaF',òCC\6DE ; ma il 
punto 6 , è il polo della retta FF' per rapporto al cerchio 
FCF'; dunque i quattro punti 6,D,m,E ( App . al Lib. 3. Prop. 21.) 
formano un sistema armonico ; c per conseguenza anche i 
punti B,D,M,E formano un sistema armonico. 

Scolio 1 . L’arco F3IF' è il luogo de’ conjugati armonici di 
B per rapporto ai punti d’intersezione degli archi di cerchi 
massimi condotti per B c della circonferenza FCF'. 

L’arco FMF' diccsi arco polare di B, (poto). 

Scolio 2. Per la dimostrazione del teorema ci siamo ser- 
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vili di una figura piana, la quale 6 una trasformata della fi- 
gura sferica , c dicesi la prospettiva di questa figura. In ge- 
nerale chiamasi prospettiva [proiezione conica ) di una data 
linea sopra una superficie piana o curva ( superficie di pro- 
iezione) , l’intersezione di questa superficie con una super- 
ficie conica che ha per centro un determinato punto ( centro 
di proiezione) o per direttrice la data linea. Tra una linea 
c la sua prospettiva esistono delle relazioni , in virtù delle 
quali , da cognite proprietà di una di esse, si passa facilmente 
a proprietà analoghe dell’altra; quindi in molti casi si possono 
dedurre talune proprietà di una figura da altre di una figura 
più semplice : in particolare, certe proprietà delle figure sfe- 
riche da proprietà appartenenti a figure piane, come ab- 
itiamo veduto nel teorema or ora dimostrato. Si potrà ancora 
facilmente applicare questo metodo ai primi selle do' seguenti 
teoremi. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

Il vertice di un angolo sferico circoscritto ad un cerchio 
minore d’ una sfera , Ita per arco polare il circolo massimo 
che passa pei punti di contatto. 

( Facile ) 



PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA. 



V arco polare di un punto qualunque di un cerchio mas- 
simo i, per rapporto ad un cerchio minore , passa pel polo di 
questo circolo massimo, per rapporto allo stesso circolo minore. 

( Facile ) 

C onoLL. I. Se per differenti punti d’una circonferenza C di 
cerchio massimo si conducono ad un cerchio minore delle 
coppie di tangenti sferiche ( archi di circoli massimi tangenti), 
gli archi di circoli massimi delle diverse coppie di punii di 
contatto, passano pel polo della circoufercaza C, per rapporto 
allo stesso cerchio minore. 

Coroll. 2. Il punto d' intersezione di due archi di circoli 
massimi è , per rapporto ad un cerchio minore , il polo dcl- 
1’ arco di cerchio massimo che passa pei poli dei due primi. 

30 
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proposizione xxi. 



TEOREMA. 



Reciprocamente , i poli de' circoli massimi che passano per 
un punto . per rapporto ad un cerchio minore , stanno sul- 
l'arco polare di questo punto. 

( Facile ) 

Coroll. Se per un punto d' una superficie sferica si con- 
ducono degli archi di cerchi massimi seganti un circolo mi- 
nore , i punti d'incontro delle tangenti sferiche condotte al 
circolo minore dalle sue intersezioni con ciascun arco segante, 
sono situati sull’arco polare del punto dato, per rapporto allo 
stesso circolo minore. 



PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA. 

« 

In ogni quadrangolo sferico completo iscritto in un cer- 
chio minore , i tre punti di concorso delle tre coppie di luti 
opposti , determinano un triangolo sferico nel quale ciascun 
vertice è, per rapporto al cerchio minore, il polo del lato 
opposto. 

( Facile ) 

Coroll. Se per un punto N preso sopra una sfera condu- 
ciamo due archi di cerchi massimi che tagliano un circolo 
minore, ed uniamo con archi di cerchi massimi i punti di 
intersezione a due a due, i punti d' incontro di questi archi 
sono sull’ arco polare del punto N , per rapporto allo slesso 
circolo minore. 



PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA. 

Se pei quattro vertici d' un quadrangolo sferico completa 
iscritto in un cerchio minore , si conducono le tangenti sfe- 
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riche , ciascuna delle diaconali del quadrilatero completo 
che cosi si ottiene , passerà per due dei tre punti d’ inter- 
sezione de' lati opposti del quadrangolo. 

( Facile ) 

Scolio. In ogni quadrilatero sferico completo circoscritto 
ad un cerchio minore , ciascuna delle diagonali è l’ arco 
polare del punto d’ intersezione delle altre due , per rapporto 
allo stesso circolo minore. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA. 

In ogni esagono sferico iscritto in un cerchio minore , i 
punti di concorso de lati opposti a due a due, sono situali 
sopra una circonferenza di circolo massimo. 

Corollarii analoghi a quelli della Prop. 31. dell' Appcnd. 
al Lib. 3. 



PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA. 

In ogni esagono sferico circoscrilto ad un cerchio minore, 
le diagonali condotte pei vertici opposti a due, a due , con- 
corrono in uno stesso punto. 

Corollarii analoghi a quelli della Prop. 33. dcll'Appcnd. 
al Lib. 3. 

Si chiama potenza di un punto per rapporto ad una sfera, 
la potenza di questo punto per rapporto ni due punii d' inter- 
sezione di una trasversale qualunque condotta per esso con 
la superficie sferica. ( Vedi Dcf. dopo la Prop. 33. dell' App. 
al Lib. 3. ) 

PROPOSIZIONE XXVI. 

TEOREMA. 

La potenza di un punto ptr rapporto ad una sfera è 
, eguale al quadrato delta distanza di questo punto dal centro 
della sfera, meno il quadralo del raggio. 

( Facile ) 
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PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOREMA . 



Il luogo de punti di egual potenza per rapporto a due 
sfere è un piano perpendicolare alla centrale. 

( Facile ). 

Scolio 1. Il luogo tic' punii di egual potenza per rapporto a 
due sfere dicesi piano di egual potenza , o piano radicale. 

Scolio 2. Se le due sfere sono langcnli , il loro 'piano di 
egual potenza è il piano langenle nel ponto comune. Se le 
due sfere si tagliano, il loro piano di egual potenza è il piano 
della circonferenza comune. Se lo due sfere sono concentriche 
non hanno piano di egual potenza , o meglio , lo hanno ad 
una disianza iniiuiln. 

Scolio. .1. Le tangenti condotte alle due sTere da un punto 
del loro piano di egual potenza , sono eguali Ini loro. 

PROPOSIZIONE XXVIII. 
teorema. 

I piani di egual potenza di tre sfere i cui centri non sono 
tn linea retta, considerate a due a due, si tagliano seguendo 
una retta perpendicolare al piano de' centri , condotta pel 
centro di egual potenza de' ceniti massimi determinali dal 
petto piano de centri. 

( Facile ) 

Scolio. Questa retta diccsi asse di cgunl potenza delle Ire 
sfi re 



PROPOSIZIONE XXIX. 



teorema. 



/ quattro utsi di rguul potenza di quattro sfere , c (insi- 
di rote a tre a tre , i cui centri non sono in uno stesso pàl- 
lio , si tagliano in un plinto. 

Siano O^O^O",©*’ i centri delle quallro sfere. L'asse di 
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egual potenza delle tre sfere 0' , 0" , 0"' è perpendicolare al 
piano 0'0"0"' , c I’ asse di cgual potenza delle tre sfere 
0',0".0" è perpendicolare al piano 0 r 0"0” ; inoltre ciascuno 
di questi assi trovasi nel piano di cgual potenza delle due 
sfere 0',0'', dunque essi s'incontrano ec. 

Scolio. Onesto punto dicesi centro di egual potenza delle 
quattro sfere. 



PROPOSIZIONE XXX. 

TEOREMA. 

Se due sfere 0 , 0' ( fig. 168 ) sono tangenti entrambe in- 
ternamente , o entrambe esternamente ad una stessa sfera 0”, 
il piano di rgual potenza delle due prime è , per rapporto 
ad uno qualunque de’ punti di conlallo A o A' preso come 
centro di similitudine , omologo al piano polare del centro 
di similitudine diretta delle sfere 0,0', rispetto alla sfera 0 
o alta sfera 0'. Se le due iirime sfere sono tangenti una 
esternamente e l altra internamente alla terza , il centro di 
similitudine inversa dev' essere sostituito al centro di simili- 
tudine diretta. 

Se si fa passare pei ccnlri 0,0', 0" un piano , questo ta- 
glierà le Ire sfere seguendo tre circoli massimi 0,0', 0". Il 
cerchio 0" è inngente ai due cerchi 0,0' nello stesso modo 
che la sfera 0" è tangente alle due sfere 0.0', ed i punti A 
c B di contatto de’ duo cerchi 0",0, e dei due cerchi 0",0', 
sono i punti di contatto delle due sfere 0",0, e delle due sfere 
0".0'. 1 centri di similitudine C e C' delle due sfere 0,0' sono 
anche centri di similitudine dei due cerchi 0,0', c per con- 
seguenza le polari de’ punti C e C' per rapporto ai cerchi 0,0' sono 
le intersezioni del piano OO'O" coi piani polari di C e di C' per 
rapporto alle sfere 0,0'. L’ asse di egual potenza de’ due cer- 
chi 0,0' è l’ intersezione del piano OO'O" col piano di egual 
potenza delle due sfere 0,0'. 

Ciò posto supponiamo che le sfere 0,(y siano tangenti en- 
trambe internamente o entrambe esternamente alla sfera 0". 
La retta DM è omologa alla retta PB per rapporto al ccnlro A 
(App. al Lib. 3. Prop. 38.), dunque ii piano di egual potenza 
delle due sfere 0,0' ed il piano polare di C per rapporto alla 
sfera 0, i quali passano rispettivamente per le rette DM e PB, 
c sono paralleli , sono anche omologhi per rapporto al pun- 
to A. cc. ec. 

Scolio. La dimostrata proprietà ha fallo dare il nome di 
piano disomologo al piano di cgual potenza. 
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PROPOSIZIONE XXXI. 



TCOREJI.I. 



Se Ire sfere 0,0', 0", (fig.1G9) sono tangenti nello stesso modo 
atl una quarta 0'", l asse di ogiial potenza delle prime tre sfere 
è omologo alla polare dell' asse di similitudine diretta delle 
prime tre sfere presa per rapporto ad una di esse 0, rispetto 
ut punto di contatto della sfera 0 e della 0'". 

Sia D il punlo di contallo delle sfere 0 cd 0'". Il piano di 
cgual potenza delle due sfere 0 ed 0' c omologo, per rapporto 
a I) come centro di similitudine , al piano polare del cenlro 
C" di similitudine diretta delle sfere 0 ed 0', rispetto alla sfera 
0; il piano di cgual potenza delle due sfere 0 ed 0'' è omo- 
logo , anche per rapporto a D come contro di snnilitu line, al 
piano polare del centro C' di similitudine diretta delle sfere 
0 ed 0" rispetto alla stessa sfera 0 ; dunque P asse di cgual 
potenza delle tre sfere 0,0' ed 0" è . per rapporto a 1) omo- 
logo alla polare dell'asse di similitudine diretta delle Ire sfere 
0,0' ed 0", per rapporto alla sfera 0. 

Scolio. Se le due sfere 0 ed 0' sono tangenti in un modo 
cd 0" in un altro alla quarta sfera 0"' , 1* asse di cgual po- 
tenza delle prime tre sfere è omologo per rapporto a D, alla 
polare dell' asse di similitudine inversa delle prime tre sfere 
che passa pel centro di similitudine diretta di 0 ed 0’. 

PROPOSIZIONE XXXII. 



TKOROU. 



Se quattro sfere 0,0', 0" cd 0'" sono tangenti nello stesso 
modo ud una quinta 0*', il cenlro di egaal , potenza dello 
prime quattro sfere è per rapporto al paolo L> di contatto 
delle sfere O ed G" , come cenlro di similitudine , omologo 
al polo del piano di similitudine diretta , rispetto ulta sfera 0. 

Di fallo l’asse di cgual potenza delle sfere 0,0' ed 0" 6, 
per rapporto al centro di siniililudiue D, omologo alla polire 
dell'asse di similitudine diretta delle medesime sfere 0,0' cd 0”, 
presa per rapporto alla sfera 0: l’asso di cgual potenza dello 
tic sfere 0.0' cd 0"' è omologo alla polare del loro asse di 
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similitudine diretta, presa per rapporto alla sfora 0; dunque 
il centro di egual potenza delle prime quattro sfere è omo- 
logo al polo del piano di similitudine diretta delle medesime 
quattro sfere. 

Scolio. 1. Se le tre sfere 0.0' ed 0" sono tangenti in un 
modo ed 0"' in un altro alla sfera 0” , il centro di egual po- 
tenza delle prime quattro sfere è omologo al polo del p a io 
di similitudine diretta e inversa clic passa per l asse di simi- 
litudine direna delle tre sfere 0.0' ed 0". 

Se le due sfere 0 ed 0' .sono tangenti in un modo, c le due 
0" ed 0'" in un altro alla sfera 0” , il centro di egual potenza 
delle prime quattro sfere è omologo al polo del piano ili si- 
militudine inversa determinalo dagli assi di similitudine inversa 
di 0.0' ed 0" e di 0.0' ed 0"', che passano pel centro di si- 
militudine diretta di 0 ed 0'. 

Scotio. 2. Se quattro sfere non limino i loro centri in uno 
stesso piano, e si vuol descrivere una sfera ad asse tangente, 
sarà facile mediante il precedente teorema determinare i punti 
di contatto. Questo problema ammette in generale sedici solu- 
zioni : una sfera laugcnle esternamente ed un’ altra interna- 
mente alle quattro dale sfere: quattro sfere ciascuna langenle 
esternamente ad una delle dale ed internamente alle altre tre; 
quattro sfere ciascuna tangente internamente ad una delle dato 
ed esternamente alle altre Ire ; sei sfere ciascuna tangente 
esternamente a due delle date ed internamente alle altre due. 
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PROPOSIZIONI-; I. 

TEOREMA. 

Il rapporto di due angoli diedri è eguale a quello de loro 
angoli rettilinei corrispondenti. 

Siano CBAIC e C'B'A'H' {fig. 29J) due angoli diedri, e CAH 
e C'A'H' i loro angoli rellilinei corrispondenti ; e supponiamo 
in primo luogo che questi siano commensurabili , e per fis- 
sare le idee stiano Ira loro come 3 sta a 3. 

Dividiamo l'angolo CAIl in tre parti eguali CAD.DAE,EAH 
e l’ angolo C'A’H' in cinque parli eguali C'A'D' , D'A'E ... e 
conduciamo i piani BAI) , BAE , B’A’D’, B'A'E'. . . Siccome gli 
angoli CAD , DAE . . . C'A'D' , D'A'E' . . . sono eguali tra loro, 
saranno eguali tra loro anche gli angoli diedri CBAD.DBAE . . . 
C'B’A'D' , DB'A’E' ... e p. e. 

CBAn _ 3 _ 

C'B'A'H' — 3 » 
ma 

CAH _ 3 . 

C'A'H' “ 3 ’ 

dunque 

CBAH __ CAH 
C'B'A'H' “ C'A'H'* 

Pel caso in cui gli angoli rellilinei sono incommensurabili, 
la dimostrazione è simile a quella della Drop. 1.* del 4.® Lib. 

Cottoli, Se si prende l'angolo diedro retto per unità degli 

\ 






► 1 V » \ * 



» * 



v. « , N 



A 
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angoli diedri , ritenendo 1* angolo rettilineo rollo per unità 
degli angoli rettilinei , 1’ angolo diedro ha la stessa misura del 
suo rettilineo: o come suol dirsi: V angolo diedro ha per 
misura il suo rellilinco corrispondente. 



PROPOSIZIONE li. 



TEOREMA. 



Se si prende l'angolo triedro retto per unità degli angoli 
poliedri , un angolo poliedro qualunque lia la stessa misura 
della somma di tutti i suoi angoli diedri, diminuita di tante 
volte due angoli diedri retti , guani’ è il numero delle sue 
facce meno due. 



Di fatto sia SABCD ... un angolo poliedro di n facce: sap- 
piamo (Lib. 5. Prop. 48.) che 



SABCD . . 



SA + SB + SC + . . . 
2 



(»“2 )d. 



f d indicando un angolo diedro retto) esc S'A'B'C' è un trie- 
dro retto , 

S'A'B'C' = i d , 

dunque 

SABCD..._ SA + SB + SC + ... + 2(n — 2)<i 
S'A'B'C' d 



PROPOSIZIONE III. 



TEOREJIA. 

Un prisma obbliquo ABCDEFG ,..([ig. 2 98) è equivalente 
ad un prisma retto che ha per altezza una delle costole la- 
terali del prisma obbliquo e per base la sua sezione retta. 

Per due vertici A ed F appartenenti ad una stessa costola 
laterale AF si conducano ad essa due piani perpendicolari : 
questi determineranno un prisma retto XbedeVg . . . , il quale 
dico che è equivalente al prisma obbliquo. 

31 
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Le due relle BG e, bg sono eguali Ira loro perché eguali 
alla slessn rolla AF ; dunque togliendo bO di comune resta 
Bb = Gr/. In simil modo si proverebbe clic Cr=ll/i , Deferii 
ed Ee = Kfc. 

Soprapponiamo il poliedro ABCd al poliedro FGIIi in modo 
che la base ABCDE coincida con la base FG1IIK, le coslole 
Bb , Cc , Drt ed Ee perpendicolari al piano ABC coincideranno 
rispellivamenle con le loro eguali G</.II/i,It e Kfc , le quali 
sono perpendicolari al piano FGII , ed i vertici b , c , d ed e 
coincideranno coi vertici g.h,i c k , onde anche i poliedri 
coincideranno c saranno perciò eguali cc. ec. . . . 

PROl’OSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

Il piano BFH ( fig. 299 ) condotto per due costole opposte 
BF e DII d’ un parallelepipedo AG , lo divide in due prismi 
triangolari equivalenti. 

1) Se il parallelepipedo AG è rcllo , i due prismi trian- 
golari redi ARDE e GDBG hanno basi eguali e la slessa al- 
tezza ; dunque sono eguali. 

2) Supponiamo che AG sia un parallelepipedo qualunque, 
e conduciamo un piano nino perpendicolare alle costole late- 
rali. Le sezioni rette mnp.opn de’ due prismi triangolari ob- 
bliqui ABDE.OBDtì sono eguali , perchè la diagonale np di- 
vide il parallelogrammo mnop in due triangoli eguali ; ma 
ciascuno de' prismi Iriungolari obbliqui è equivalente ad un 
prisma retlo clic ha per base la sua sezione retta c per al- 
tezza una delle costole laterali ; ed i prismi rolli che hanno 
Itasi eguali c la slessa altezza sono eguali; dunque i due prismi 
obbliqui ABI>E , OBDG sono equivalenti. 

PROPOSIZIONE V. 



TEOREMI. 



Due parallelepipedi che hanno la medesima base c la me- 
desima altezza sono equivalenti. 

1) Siano ABCDG ed ABCDL (fig. 300 ) due parallelepipedi 
ebe abbiano la base ABCD di comune , e le basi superiori 
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EFGH.IKLM in uno stesso piano e fra le medesime parcllelc 
EK.III,, dico che essi sono ei|tiivalenti. 

Di vero, i due Iriangoli IIDM,GCL. hanno un angolo eguale com- 
preso Ira tali rispollivamenle eguali, quindi sono eguali; i due 
parallelogrammi ADHE.BCGF sono eguali , come facce opposte 
di un parallelepipedo; i due parallelogrammi ALMI), BELÒ sono 
eguali per una simile ragione; dunque i due prismi triango- 
lari AIKDMU . IIKFCLG hanno un angolo Iriedro eguale com- 
preso Ira facce rispcllivameiile eguali , c perciò sono eguali. 
Or se dall' intera ligula ABCDEK.LH si toglie il primo dì que- 
sti prismi , resta il parallelepipedo AL , e se invece si toglie 
il secondo, resta il parallelepipedo AG; dunque... 

2) Siano ABCDG cd AIICDL (/ ìg . 301) due parallelepi- 
pedi clte abbiano la stessa base AUGI) , e le basi superiori 
EFGIT . IlvLM iu uno stesso piano , dico che essi sono equi- 
valenti. 

Si prolunghino i lati KF . IIG , MI ed Llv lino a che dalla 
loro intersezione venga a formarsi il parallelogrammo NOPQ, 
il quale sarà eguale a ciascuno de’ parallelogrammi LFGH,IKLM. 
Ora se si immagini coslrullo il parallelepipedo avente per 
basi ABCD ed AÓPQ . esso . pel caso precedente, sarà equi- 
valente a ciascuno de’ parallelepipedi AG cd AL, c p. c. questi 
ultimi sono equivalenti tra loro. 

P110P0S1ZI0XE VI. 

teorema. 

Un parallelepipedo qualunque è equivalente. ad un paral- 
lelepipedo rettangolo della stessa altezza e di base equi- 
valente. 

1) Sia ABCDG (/ìg. 302) un parallelepipedo rello. Per le due 
costole AH e BF si conducano due piani perpendicolari alla 
faccia ABFE : .questi saranno anche perpendicolari al piano 
della faccia opposta , cd ai piani delle due basi AC ed EG ; 
e p. c. il parallelepipedo ABMKL così determinato, sarà ret- 
tangolo. I due parallelepipedi ABCDG cd ABMKL hanno la base 
comune ABFE c la stessa altezza AK, dunque sono equivalenti. 

2) Sia ABCDG (fig. 303) un parallelepipedo qualunque. 

Dai punti A,B,C,D si elevino alla base ABCD le perpendi- 
colari, c si prolunghino fino al loro incontro col piano della 
base superiore EFG1I : si determinerà un parallelepipedo retto 
ABCDK. clic sarà equivalerne al parallelepipedo AG , il quale 
lui la stessa base c la stessa altezza. Ma abbiamo veduto che 
un parallelepipedo retto può trasformarsi in un parallelepipedo 
rettangolo della slessa altezza c di base equivalente ; dunque... 
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PROPOSIZIONE VII. 

TEORESI. 



Due parallelepipedi rettangoli che hanno la stessa baso 
stanno tra loro come le altezze . 



Siano AG cd AK (fig. 301) due parallelepipedi rettangoli 
che abbiano la stessa baso, dico che essi stanno Ira loro coinè 
le altezze AE cd AM. 

I) Supponiamo primieramente che le altezze AE ed AM 
siano commensurabili, e, per fissare le idee, stiano Ira loro 
cerne 5 : 3. Dividiamo AE in 5 parli eguali, AM conterrà esat- 
tamente 3 di queste parli ; onde , se conduciamo dai punti di 
divisione m, nj.p, de' piani paralleli ad ARCO, questi divide- 
ranno il parallelepipedo rettangolo AG in 3 parallelepipedi 
rettangoli eguali , de’ quali AK no conterrà 3 , c p. c. 



ma per ipotesi 
dunque 



solido AG : solido AK = 5 : 3 ; 
AE : AH — 5 : 3 ; 



sol. AG -.sol. AK =a VE : AH. 



2) Se le altezze fossero incommensurabili , si provorebbo 
col solito ragionamento , che il rapporto delle altezze , per 
qualunque approssimazione, è eguale al rapporto de' rettangoli. 

PROPOSIZIONE Vili. 



TEORESI, 

Due parallelepipedi rettangoli che hanno una dimensione 
di comune , stanno tra loro come i prodotti delle altre duo 
dimensioni. 



Siano P e P' duo parullelopipcdi rettangoli ; a , 6 , c Io di- 
mensioni del primo , cd a , b' , c' quelle del secondo , dico 




b X c 
6'Xc'* 



Si costruisca un parallelepipedo rettangolo P", che abbia 
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per dimensione a,b,c'. I due parallelepipedi P o P" hanno 
una Taccia eguale , le cui dimensioni sono a o b , perciò 
avremo 

P _ c_ 
ì>« — c <- 

I due parallelepipedi P" e P' hanno pure una faccia eguale, 
le cui dimensioni sono a e e' , perciò 

P" _ b 
P' *“ e* 

Moltiplicando questa eguaglianza per la precedente,, ed omet- 
tendo il ruttore P" comune ai due termini del primo rapporto 
avremo 

2 — b X c 

' P' — b 1 X e» ' 

PROPOSIZIONE IX. 



TEOREMA. 



Due parallelepipedi rettangoli slatino Ira loro come i pro- 
dotti delle loro Ire dimensioni. 



Siano P e P' due parallelepipedi rettangoli , a , b , e le di- 
mensioni del primo , a',b',c' quelle del secondo , dico che 

P __ a )< 6 X e 
P' «' X f X *'* 

Si costruisca un parallelepipedo rettangolo P", che abbia 
per dimensioni a,b,c'. I duo parallelepipedi P e P" hanno una 
faccia eguale , le cui dimensioni sono a e b ; dunque 

2 — £ 

P" & ’ 



I due parallelepipedi P" e P' hanno una dimensione e' di 
comune . dunque stanno tra loro come i prodotti delle altre 
due dimensioni , perciò 

P" _ a X b 
P' — a' X 6" 

Moltiplicando questa eguaglianza per la precedente, ed omet- 
tendo il fattore P" comune ai due termini del primo rapporto, 



avremo 



t~ a XLK± 

P'~ «'X^Xc'’ 
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PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. 

Iti parallelepipedo rettangolo ha per misura il prodotto 
delle sue Ire dimensioni , se si prende per unità di volume 
il cubo costrutto sull' unità lineare. 

Sia P un parallelepipedo rettangolo, a , l> e e i numeri che 
rappresentano le sue Ire dimensioni , e C il cubo costrutto 

P 

sull’ unità lineare , avremo - = a X 6 X e ; onde . . . 

Scolio I. Questo teorema ordinariamente si enuncia nel 
modo seguente : Il volume, d'un parallelepipedo rettangolo 
è eguale al jrrodotto delle sue Ire dimensioni. 

Scolio. 2. Se a e b rappresentano le dimensioni della base . 
ritenendo per unità superficiale il quadrato costrutto sull'unità 
lineare, «Xb rappresenta l'area della base, onde: il vo- 
lume di un parallelepipedo rettangolo è eguale al prodotto 
della sua base per l'altezza. 

Corchi. 1. Il volume di un parallelepipedo qualunque è 
eguale al prodotto della sita base per l' altezza. (V. Prop.fi.) 

Coholl. 2. Il volume di un prisma è eguale ul prodotto 
della sua base per la sua altezza. 

lì Un prisma triangolare ARDEFH (/ig. 303) è la mela 
del parallelepipedo ABCDEFGII , che ha per base un paralle- 
logrammo doppio del triangolo base del prisma, e per altezza 
la stessa altezza FII del prisma ; ina il parallelepipedo AG ha 
per misura ABCD X FU ; dunque il prisma ARDE avrà per 

misura ARCD X FII , ossia ARO X FU. 

2) Sia ARCDEF (fig. ,100) un prisma poligonale. Si scom- 
ponga questo prisma in prismi triangolari , conducendo dei 
pilini per una stessa costola laterale AF, e per ciascuna delle 
diagonali AG , Al) della base : dal vertice F si conduca FU 
perpendicolare alla base ABGDE ; si avrà 

ARCE = ABC X FM , 

ACDF = A CD X FM , 

ADEF = ADE X F3I ; 
e p. e. addizionando, 

ARCDEF = ARCHE X FM. 
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PROPOSIZIONE XI. 



TEOREMA. 

Se due piramidi Y ABCDE , V'A'B'C' (fig. 307) hanno eguali 
altezze VO.V'O' , e si tagliano con piani paralleli alle basi 
ed equidistanti dai vertici , le sezioni abede , u'b'c' , stanno 
tra loro come le basi. 

I due poligoni ABBDE, nftede sono omotetici, c perciò stanno 
tra loro come i quadrati di due linee omologhe, quindi 

ABCDE : abede = VO* : Vo* : 

♦ 

c per una simile ragione 

A'B'C' : a'b'c' = V 7 !?* : VV* ; 

e poiché i secondi rapporti di queste proporzioni sono iden- 
tici , 

ABCDE : abede = A'B’C' : a’b'c'. 

Coitoli. Se le basi ABCDE , A'B'C' fossero equivalenti, sareb- 
bero pure equivalenti le due sezioni abede , u'b'c. 

PROPOSIZIONE XII. 



TEOREMA. 

Se due piramidi triangolari hanno la basi equivalenti e 
le altezze eguali , sono equivalenti. 

Siano VABC , Y'A'B'C' ( fig. 308 ) due piramidi triangolari , 
che abbiano le basi ABC , A'B'C' equivalenti , c le altezze 
eguali , dico che esse sono equivalenti. 

Di vero , se non sono equivalenti , sia ABCV la maggiore , 
c la differenza sia quanto il prisma clic ha per base ABC e 
per altezza AP. Supponiamo queste piramidi situale con le 
loro basi sopra uno stesso piano , c 1‘ altezza AN divisa in 
parli eguali ciascuna perù minore di AP , e dai punti di di- 
visione condotti dei piani paralleli a quello delle basi; le se- 
zioni che ognuno di questi piani determinerà nelle due pira- 
midi saranno equivalenti. Si costruiscano dei prismi triango- 
lari che abbiauo per basi ABC,DEF,UlII,lvLM , c per costole 
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laterali le parli eguali AD J)G,GK,KV, nelle quali è siala di- 
visa la costola AV ; ciascuno di questi prismi avrà una parie 
esterna alla piramide VABC , e la loro somma sarà evidente- 
mente maggiore della piramide slessa. Similmente costruiamo 
dc’prismi che abbiano per basi i Iriangoii D'E'E',G'HT,K'L'M' 
e per coslole laterali le parti D'.V,G'D\K'G’ ; questi prismi sa- 
ranno tulli interni alla seconda piramide , e la loro somma 
sarà minore della piramide stessa. Il primo prisma RLMV 
della piramide VABC è equivalente al primo prisma K’L'M'G' 
«Iella seconda piramide , perchè essi hanno basi equivalenti 
ed altezze eguali. Per la stessa ragione il prisma GUI K è equi- 
valente al prisma G'HTD', ed il prisma DEKG e equivalente 
ni prisma D’ET'A' ; dunque la differenza tra la somma dei 
prismi esterni della prima piramide e la somma de' prismi in- 
terni della seconda, b il prisma ABCD. Ora questa differenza 
deve evidentemente essere maggiore della /differenza delle due 
piramidi ; dunque dovrebbe essere il prisma ABCD , clic ha 
per base ABC e per altezza A®, maggiore del prisma, che ha 
per base ABC e per altezza AP , ciò che è assurdo; dunque 
non vi può essere differenza tra le due piramidi ; e p. e. . . . 

Co Ri) lì.. Due poliedri simmetrici sono equivalenti. 

Di vero, due piramidi simmetriche sono equivalenti, perchè 
hanno le basi eguali e le altezze eguali , e due pidiedri sim- 
metrici possono scomporsi in uno stesso numero di piramidi 
simmetriche. 

PIIOPOSIZIONE XIII. 



TCOItEXA. 

Or/ni piramide triangolare è la terza parte del prisma clic 
ha la stessa base e la stessa altezza. 

Sia VABC (fig. .709) una piramide triangolare, e sia dal 
verlice V condono un piano parallelo alla base ABC , e dai 
vertici A e B condotte due rette AE e BD parallele a YC, si 
verrà a determinare il prisma triangolare ABCVDE, il quale 
dico clic è triplo della piramide VABC. 

Di vero, il prisma ABCVDE è eguale alla somma delle due 
piramidi VABC e VABDE ; ma se conduciamo il piano VEB , 
la piramide quadrangolare VABDE resta divisa nelle due pi- 
ramidi triangolari VBDE.YBAE, le quali sono equivalenti per- 
chè hanno lo stesso vertice V e le basi BDE ed ABE eguali 
e situale nello stesso piano; ed inollre le due piramidi VABC 



Digitized by Google 




LIBRO OTTAVO 



249 



c VBDE hanno le basi ABC c VDE eguali, c la stessa altezza, 
qufclla del prisma ; dunque sono equivalenti , ed il prisma 
ABCYDE è triplo ec. . . . 

Coroll. Il volume di una piramide triangolare è eguale 
al prodotto della base pel terzo dell’ altezza. 

PROPOSIZIONE XIV. 



TEOREMA. 

Il volume di una piramide qualunque b eguale al prodotto 
della base pel terzo dell’ altezza. 

Sia YABCOE (fìg. 310) una piramide qualunque. Pel vertice 
V e per ciascuna delle diagonali AC , AD della base , si fac- 
ciano passare i piani VAC.YAD ; la piramide VABCDE resterà 
cosi divisa nelle piramidi triangolari VABC, VACD , VADE, che 
hanno la stessa altezza A'G. 

Ora pel corollario precedente si ha 

VABC = l VG X ABC , 

VACD = 5 VG X A CD , 

VADE = j VG X ADE ; 

ed addizionando , 

VABCDE = | VG X ABCDE ; 

dunque . . . 

Scolio. Si può valutare il volume di un poliedro qualunque 
scomponendolo in piramidi, che abbiano per vertice comune 
un punto qualunque preso nel poliedro , c per basi le diffe- 
renti facce del poliedro. 

Coroll. 1. Ogni piramide b la terza parte del prisma che 
ha la stessa base e la stessa altezza. 

Coroll. 2. Due piramidi della stessa altezza stanno Ira 
loro come le basi , e due piramidi di basi equivalenti stanno 
tra loro come le altezze. 

Coroll. 3. Il volume di un poliedro circoscritto ad una 
sfera, è eguale al prodotto della superficie del poliedro pel 
terzo del raggio della sfera. 

32 
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PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

Due piramidi simili stanno Ira loro come i culi di due 
tali omologhi. 

Se indichiamo con V e V' i volumi di due piramidi simili, 
con B e B' le basi, con a ed a 1 le allerte c con i ed l' due 
lati omologhi , avremo 

V _B X « B _ 1» a _ I m 
V' B' X a' ’ B' “ * I * 1 a? i ’ 

dunque 

V _ P 

V — l'*‘ 

Scolio. Due poliedri simili stantio tra loro come i cubi di 
due lati omologhi. 



PROPOSIZIONE XVI. 



TEOREMA. 

Se una piramide h tagliala da un piano parallelo alla 
base . il volume del tronco è eguale alla somma de’ volumi 
di tre piramidi che hanno per altezza comune quella del 
tronco , e per basi rispettive la base inferiore del tronco , 
la base superiore , ed una media proporzionale tra queste 
due basi. 

1) Sia ABCDEF (fig. 3H) un (ronco di piramide triangolare 
a basi parallele , e siano conditili i due piani AEC , DEC , i 
quali scomporranno qucslo tronco in ire piramidi triangolari 
ABCE , EDCF ed EDCA. La prima di quesle piramidi può con- 
siderarsi come avente per base la base inferiore ABC del tron- 
co , c per vertice il punto E situalo sulla base supcriore , c 
quindi avrà per altezza quella del tronco. La seconda pira- 
mide EDCF può considerarsi come avente per baso la baso 
superiore DEF del tronco e per vertice il punto C posto sulla 
base inferiore , e quindi avrà per altezza quella del tronco. 
Pel punto E conduciamo la retta EG parallela a DA , od im- 
maginiamo una nuova piramide clic abbia per vertice G c per 



Digitized by Google 



LIUltO OTTAVO 



251 



base DAC , la quale sarà equivalente alla piramide EADC, che 
ha la stessa base c la stessa altezza. Ora la piramide GADC 
può considerarsi come avente per base AGC e per vertice 1), 
dunque ha la stessa altezza del tronco ; c perciò resta sem- 
plicemente a provare che la base AGC è media proporzionale, 
tra AUC c DEF. I due triangoli ABC ed AGC hanno le basi 
AB, AG situale sopra una stessa retta, ed il vertice comune C, 
dunque hanno la stessa altezza e stanno perciò come le basi, 
onde 



ABC : AGC = AB : AG. 

1 due triangoli AGC e DEF hanno un angolo eguale , dunque 
( Lib. 4. Drop. 9.) 

AGC : DEF = AC X AG :DFxDE„ 
ovvero , essendo AG = DE , 

AGC : DEF = AC : DF. 

1 triangoli simili ABC c DEF danno 
AB : DE = AC : DF 
o AB : AG = AC : DF ; 

dunque ABC : AGC = AGC : DEF. 

2) Sia ora ABCDEFG1I (fig. 312) un tronco di piramide po 
ligonale a basi parallele. Sul piano della base ABCD si co- 
struisca una piramide triangolare V'A'B'C' che abbia la stessa 
altezza della piramide VABCI) c la base A'B'C' equivalente alla 
base ABCD: il piano EFGII determinerà nella piramide V'A'B'C' 
una sezione E'F'G' equivalente ad EFGII. Le due piramidi 
YABCD c V'A'B'C' sono equivalenti perché hanno altezze 
eguali e basi equivalenti ; e per una simile ragione sono equi- 
valenti le piramidi VEFG1I e Y'E'F'G', onde il tronco ABCDEFGH 
risulta equivalente al tronco A'B'C'E'F'G' : ma questo ò equi- 
valente a tre piramidi cc. ce. 

PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREHA. 

Se si taglia un prisma triangolare con xm piano inclinalo 
alla base, il tronco ABCDEF [fig, 313) clic ne risulta, è 
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equivalente alla somma di tre piramidi aventi per base co- 
ncime una delle basi ABC del tronco, e per vertici rispet- 
tivi i vertici dell’ altra base DEF. 



Di vero, sinno condoni i piani ACE cd EDC, clic scompor- 
ranno il tronco nelle Ire piramidi EABC , EDAC ed EDFC- La 
prima di esse ha per base ABC c per vertice E. La seconda 
6 equivalente alla piramide BADE, clic può considerarsi come 
avente per base ABC c per vcnlice 1). La terza EDFC è equi- 
valente alla piramide FaBC, perchè le basi ECF c BCF souo 
equivalenti , cd i vertici D ed A sono situati sopra una stessa 
retta parallela al piano delle basi; ina quest' ultima piramide 
può considerarsi come avente per vertice F e per base ABC; 
dunque ec. . . 



PROPOSIZIONE XVIII. 

ICJt.MA. 



La superficie laterale d' un prisma retto ha per misura il 
prodotto del perimetro della sua base per l' altezza. 

Di fatto , nel prisma retto ABCDF (fig. 311) le facce late- 
rali sono i rettangoli ABFE . 11CGF , CDIIG e DAEH , i quali 
avendo tulli per altezza quella del prisma, la quale dinole- 
remo^con a , hanno rispettivamente per misura 

AB X a , BC X a , CD x a e DA X a ; 

c p. c. la loro somma, ovvero la superficie laterale del prisma, 
avrà per misura 



( AB -r* BC 4- CD + DA ) X a 



Per proiezione di una figura piana sopra un piano in- 
lendesi quella figura determinata dalla projezioric del contorno 
della figura sul piano. 

Dalla data definizione c dalla Prop. 2.” Lib. G. # risulta che: 
Le proiezioni di una stessa figura piana su due piani pa- 
ralleli sono eguali. 
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PROPOSIZIONE XIX. 



LEUJIA. 



Una superfìcie pinna è minore di qualunque altra super- 
ficie che termina allo stesso contorno. 

Siano ACBD ed MACBD (fig. 31.3) una superficie piana cd 
una superlìcie qualunque, entrambe terminale allo slesso con- 
torno ACBD , dico che la prima è minore della seconda. 

Di fallo, ò chiaro che la superficie formala dalle due pro- 
poste , può supporsi generala da una linea DCED di forma 
variabile , la quale resta sempre in un piano che si muove 
parallelamente ad un altro piano ( piano direttore). Ora la 
parie CD della generatrice , che genera la prima superlìcie , 
è rella , e perciò sempre minore della rimanente porzione CED, 
clic genera la seconda superficie ; e ciò per qualunque posi- 
zione del piano direttore ; dunque possiamo affermare clic la 
prima superficie ò minore della seconda. 

Scolio. Allorché la seconda superficie è poliedrica , questa 
verità può enunciarsi così: In ogni poliedro una faccia qua- 
lunque è minore della somma di tutte le altre', e può dimo- 
strarsi nel modo seguente. 

1. La projezione di un triangolo sopra un piano non 
parallelo al suo , è minore del triangolo. 

Supponiamo primieramente clic il piano di projezione MN 
(fig. 3H>) sia parallelo al lato Ali del triangolo AID.. Condu- 
ciamo per Ali un piano M'N' parallelo ad MN, e pel punto C 
la perpendicolare CC" al piano M'N'; congiungiamo C''A e C"li; 
C"AB sarà la projezione del triangolo ABC sul piano Jl'.V, la 
quale è eguale alla projezione dello stesso triangolo sul piano 
31 N. Nel triangolo CAB conduciamo la CD perpendicolare ad 
Ali , e congiungiamo C”l) , che sarà anche perpendicolare ad 
AB. 1 due triangoli CAB c C"AB hanno la stessa base AB . c 
l’altezza CI) del primo è maggiore dell’altezza C"D del se- 
condo ; dunque la superficie del primo è maggiore di quella 
del secondo. 

Se nessuno de’ lati del triangolo ò parallelo al piano MN 
(fig. 311), si potrà sempre per qualcuno de’ suoi vertici A, 
condurre un piano parallelo ad MN e che divida il triangolo 
in due parli ADC ed ADB. 

Siano A'D'C' cd A'D'B' le projezioni sul piano MN de’ trian- 
goli ADC ed ADB , avremo pel caso precedente A'D'C'<ADC 
cd A'D'B' < ADB; c p. c. A'D'C' -t- A'D'B' < ADC -t- ADB , 
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ovvero A'B'C'<ABC ; ma A'B'C' è la projczionc di ABC sul 
piano MN , dunque .... 

2. La projezione di un poligono qualunque topra un piano 
non parallelo al suo è minore del poligono. 

Facile , scomponendo il poligono in triangoli. 

In ogni poliedro una faccia qualunque è minore della 
somma di tulle le altre. 

Infatti una faccia d’ un poliedro è almeno eguale alla somma 
delle projezioni di tutte le rimanenti facce sul suo piano; dun- 
que essa è necessariamente minore della somma di tulle le altre. 

Iva superficie diccsi confessa quando trovasi tutta da una 
stessa parte per rapporto a ciascun suo piano tangente. 

Una supcriicic convessa non può essere incontrata da una 
retta in più di due punti. ( facile ) 

PROPOSIZIONE XX. 

LEMMA. 

Vna superficie convessa è minore di ogn’ altra che la in- 
viluppa , c che termina allo stesso contorno della prima. 

La dimostrazione ò perfettamente simile a quella della Pro- 
posizione 13. del Lib. 4. , sostituendo alle tangenti alla curva 
inviluppata, de’ piani tangenti- alla superficie inviluppata. 

Scolio. La proposizione sussiste anche nel caso in cui la 
seconda superficie inviluppa interamente la prima. 

Un prisma diccsi iscritto in un cilindro , quando le sue 
basi sono iscritte in quelle del cilindro. 

Un prisma dicesi circoscritto ad un cilindro quando le sue 
basi sono circoscritte a quelle del cilindro. — lu tal caso le 
facce laterali del prisma sono tangenti al cilindro. 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA. 

1) La superficie totale d' un cilindro retto è il limite 
delle superficie totali de’ prismi regolari iscritti e circoscritti. 

2) Il volume del cilindro è il limile de' volumi di questi 
prismi. 

Nella base 0 del cilindro AOI {fig. 318) iscriviamo un po- 
ligono regolare ARCO , c pei veilici di esso conduciamo le 
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perpendicolari AE,BF,CG e DII al piano ABC , e prolunghia- 
mole lino al loro incontro con la base supcriore del cilindro; 
il prisma ABCDEFGII cosi determinalo sarà iscritto nel cilin- 
dro. Circoscriviamo alla stessa base 0 del cilindro, un poli- 
gono regolare A'B'C'D’ simile ad AUGI), e pei vertici A',B',C'.I)', 
conduciamo le perpendicolari A'E\B'F',C'G' e Lt'll' al piano ABC 
fino al loro incontro col piano della base superiore del cilin- 
dro ; il prisma A'B'C'D'E'F'G'Il' cosi determinalo sarà circo- 
scritto al cilindro. È chiaro clic la supcrlìcic ed il volume del 
prisma iscritto sono rispettivamente minori della superficie o 
del volume del cilindro ; e elio la superficie ed il volume 
del prisma circoscritto sono rispettivamente maggiori della 
superficie e del volume del cilindro. Inoltre, se si raddoppia 
il numero de’ lati delle basi AHCL) ed A'B'C’D', ò facile il ve- 
dere che la superficie ed il volume del prisma iscritto cre- 
sceranno, ma si manterranno sempre minori della superficie 
e del volume del cilindro; e la superficie ed il volume del 
prisma rireoscritto decresceranno ma si manterranno sempre 
maggiori della supcrlìcic e del volume del cilindro. 

Dinotiamo con S ed S' le superficie totali de’ due prismi 
iscritto e circoscritto, con V e V' i loro volumi, con P e P' i 
perimetri delle basi , con B e li’ le aree di queste basi , e 
con a f altezza del cilindro e di questi prismi , avremo 

S = 2B + Px a ed S' = 2B'-t-P'xa ; 
e sotlracndo dalla seconda eguaglianza la prima , 

S' — S = 2 (B' — B) -+- (P' — P) a. 

Or se supponiamo clic il numero de’ lati delle basi ABCD 
ed A'B'C'D' cresca indefinitamente prendendo de’ valori tali, 
clic ciascuno sia doppio del precedente , B’ e B del pari clic 
P' e P , tenderanno a diventare eguali Ira loro ; dunque la 
differenza S' — S decrescerà e potrà diventare piccola quanto 
ci piare. Ma la superficie del cilindro è sempre minore della 
superficie del prisma circoscritto ed è maggiore di quella del 
prisma iscritto ; dunque anche la differenza tra la superficie 
del cilindro e la superficie di uno qualunque de’ due prismi, 
polrà diventare piccola quanto ci piace. 

La superficie totale del cilindro retto è dunque il limile delle 
superficie lolnli de’prismi regolari iscritti e circoscritti. 

Similmente essendo Y=B>;a e V'=B'Xn si conchiuderà che: 

II volume del cilindro rollo è il limile de’ volumi de’ prismi 
regolali iscritti e circoscritti. 

Conou. La superficie laterale del cilindro retto è il limite delle 
superficie lutei-ali de prismi regolari iscritti e circoscritti. 

Di vero la base del cilindro è il limile delle basi dei prismi. 
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PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA. 



La superficie laterale d' un cilindro retto ha per misura 
il prodotto dell' altezza del cilindro per la periferia del- 
la base. 



Infoili , indichiamo con S la superficie laterale di un prisma 
regolare iscritto in un cilindro retto, con P il perimetro della 
sua base , c con a la sua altezza , che ò pure quella del 
cilindro , avremo 

S = P X a ; 

e, poiché questa eguaglianza deve aver luogo qualunque sia 
il numero delle facce laterali del prisma , sarà 



ossia 



lim S lim P X a , 

sup. lai. del cilindro = circ. R X a — 2* Ila , 



se indichiamo con R il roggio della base del cilindro. 

Scolio. La superficie totale del cilindro retto lia per mi- 
sura il prodotto della periferia della base per la somma del - 
l' altezza del cilindro e del raggio della base. . 

Se indichiamo con S, quesla superficie , avremo 



S, — 2?rR (a -4- R) 

Canon. Le superficie laterali del pari che le superficie 
totali di due cilindri retti simili, stanno tra loro come i 
quadrati de' raggi delle, basi. 

Di follo , siano S ed S' le superficie laterali di due cilindri 
simili , a ed a' le altezze ed r ed r' i raggi delle basi , 
avremo 

S 2*rn ra 

S‘ 2rr l a' ra' ’ 



ma , poiché i cilindri sono simili , 



dunque 




La dimostrazione è quasi la stessa per le superficie totali. 
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PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREBA. 

Il volume di un cilindro retto è eguale al prodotto della 
sua base per la sua altezza. 

Di vero , indichiamo con V il volume di un prisma regolare 
circoscrillo ni cilindro , con 11 la sua base e con a la sua 
altezza , che è pure quella del cilindro , avremo 

X — B X a ; 

e poiché questa eguaglianza deve aver luogo, qualunque sia il 
numero delle facce laterali del prisma , sarà 

lini. V a= lini. B X a , 

ossia 

volume del cilindro = cerchio II x a — *-R s ct , 

se indichiamo con II il raggio della base del cilindro 

Coroli. Due cilindri retti che hanno la stessa altezza , 
stanno tra loro come le basi. Due cilindri retti che hanno la 
stessa base stanno tra loro come le altezze. Due cilindri si- 
mili stanno tra loro come i cubi de ruggì delle basi , op- 
pure come i cubi delle altezze. 

PROPOSIZIONE XXIY. 

« 

TEOREMA. 



Se un cilindro retto si taglia con un piano inclinalo alla 
base , il volume del tronco è eguale al prodotto della buse 
del cilindro per la porzione dell' asse compresa tra le basi 
del tronco. 

Sia ABDE ( fig. 319 ) il tronco del cilindro, c sia condotto 
pel punto 0 un piano parallelo ad AB , dico che il tronco 
ABDE è equivalente al cilindro ABIIL 

Si faccia rotare il solido G11FD intorno ad FG, inlcrseziono 
de’ piani IGH ed EGD , finché il semicerchio GHF coincida col 
semicerchio GIF ; siccome gli angoli diedri opposti alla co- 
stola FG sono eguali , il piano FDG si applicherà sul piano 
FEG : inoltre le porzioni GI1DF,GIEF di superficie cilindriche, 

33 
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essendo entrambe perpendicolari al piano IGH, cadranno l’ una 
sull' altra ; dunque i due solidi GIIFD e GIFE coincideranno 
e saranno perciò eguali, ed aggiungendo di comune il solido 
ABIIOE .... 



PROPOSIZIONE XXV. 



LESSA. 

La superficie laterale d' una piramide regolare , ha per 
misura il prodotto del perimetro della base per la metà dcl- 
V apotema. 

Sia VABCDE ( fig. 320) una piramide regolare. I Iati 
VA , VB , VC , VD , VE , sono tutti eguali come obblique 
che disiano egualmente dalla perpendicolare VO, ed inoltre 
AB = BC = CD . . . , dunque i triangoli YAB , VBC , VCD , . . . 
sono tutti eguali, ed hanno per altezza l’ apotema della pira- 
mide , che indicheremo con a ; onde 

VAB = ABx-| a > 

VBC = BC X ^ ° . 

VCD = CI) X \ a , 



ed addizionando 

sup. lai. della piramide — (AB BC -+- CD x ^ a - 

PROPOSIZIONE XXVI. 

TEOREMA, 

1) La superficie totale di un cono retto è il limile delle 
superficie totali delle piramidi regolari iscritte e circoscritte. 

2) Jl volume del cono è il limile de' volumi di queste ■ pi- 
ramidi. 

Nella base 0 del cono retto AOV {fig. 321 ) iscriviamo un 
poligono regolare ABCD, c congiungiamo i suoi vertici A.B,C,D 
col vertice V del cono ; la piramide VABCD cosi determinala 
sarà iscritta nel cono. 
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Circoscriviamo alla stessa base 0 un poligono regalare A'B'C'D', 
simile al poligono ABCD , e cnugiungiamo i suoi vertici col 
vertice V del cono ; la piramide V A'B’C'D' , cosi determinata, 
sarà circoscritta al cono. 

È chiaro che la superficie totale , ed il volume della pira- 
mide iscritta , sono rispettivamente minori della superficie to- 
tale , e del volume del cono ; c la superficie totale , ed il 
volume della piramide circoscritta , sono rispettivamente mag- 
giori della superficie e del volume del cono. Inoltre se si 
raddoppia il numero de' lati delle basi ÀBCD,A'B'C'D', ò facile 
il vedere che la superficie ed il volume della piramide iscritta 
crescono, restando però sempre minori rispettivamente della 
superficie e del volume del cono ; e la superficie ed il volume 
della piramide circoscritta diminuiscono, ma saranno sempre 
maggiori rispettivamente della superficie e del volume del cono. 

Ciò posto . dinotiamo con S ed S' lo superficie totali delle 
due piramidi iscritta e circoscritta al cono, con II c U' le loro 
basi , con P e P' i perimetri di queste basi, con A l' apolema 
della piramide iscritta e con A' 1’ apoteina delia piramide cir- 
coscritta , che è anche apolema del cono, avremo 

S = B + y PxA ed S' = B'-4-| P'XA', 

ondo 

S’-S = B'-B+}p'XA'-yPXA, 

1 

ovvero, aggiungendo c togliendo — P'X A al secondo membro, 
S' — S = B' — B ~ (P' — P) A -+- x - P' (A‘ — A). 

Or se supponiamo che il numero de’ Iati delle basi ABCD, 
A'B'C'D' cresca indefinitamente prendendo dei valori tali , elio 
ciascuno sia doppio del precedente , R 1 e 11, del pari che 
P’ c P , cd A' ed A , tenderanno a diventare eguali : dunque 
la differenza S' — $ decrescerà c potrà diventare piccola quante 
si vuole ec. ec. . . . 

Indicando con a r altezza del cono , avremo 
V= ’ Bxa c V'= jlì'Xtt, 

onde 

Y'-V = ’ (B'-B)a 

cc. ec. . . . 



Digitized by Google 




2C0 



STEREOMETRIA 



Conoit. La superficie laterale del cono retto è il limile 
delle superficie laterali delle piramidi regolari iscritte è cir- 
coscritte. 



PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOREMA. 

La superficie laterale di un cono retto ha per misura la 
metà del prodotto del perimetro della base per l’ apotema. 

Circoscriviamo al cono una piramide regolare , e dinotiamo 
con S la sua superlicie laterale , con P il perimetro della 
Rase , c con A l' apotema , clie ò pure apotema dei cono , 
avremo 

S = ÌPXA; 

c poiché questa eguaglianza deve aver luogo qualunque sia il 
numero delle facce laterali della piramide , sarà 

lini. S = lim. — P X A , 

ossia 

sup. lat. del cono = y ciré. RxA = «RxA, 

se indichiamo con R il raggio della base del cono. 

'Coitoli. 1. La superficie laterale del cono retto ha per mi- 
sura il prodotto dell- apotema per la circonferenza del paral- 
lelo che dista egualmente dal vertice e dalla base. 

Coiton. 2. La superficie totale del cono retto ha per misura 
la metà del prodotto della circonferenza della base per la 
somma dell' apotema e del raggio della base. 

Conon. 3. Le superficie di due coni simili stanno tra loro 
come i quadrali de’ ruggì delle basi o come i quadrali delle 
altezze. 

PROPOSIZIONE XXVIII. 

TEOREMA. 

La superficie laterale di un tronco di cono retto a basi pa- 
rallele,. ha per misura il prodotto della semisomma delle cir- 
conferenze delle busi pel suo apotema. 

Sia VAB (fig. 322) un cono retto taglialo con un piano ED parul- 
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Iclo alla base AB , dico che la superficie del tronco ABDE ha 

. circ. CU i- tire. Gli 

per misura ltDX — ■ — ^ . 

Di vero, nel piario AYB che passa per l’asse, conduciamo 
BF perpendicolare a VB ed eguale a Ciro. CB ; congiungiamo 
YF ; conduciamo DÌI parallela a BF ; avremo 



VB : YD = BF : DII ; 

ma YB : YD = circ. CB : circ. GD ; 

dunque, a causa del rapporto comune YB : YD , 
circ. CB : circ. GD = BF : DII ; 



e poiché in questa proporzione gli antecedenti sono eguali 
tra loro , saranno pure eguali tra loro i conseguenti , onde 
DII = circ. Gl). 

Il triangolo YBF , che ha per misura BF X 4" è equi- 
valente alla superficie laterale del cono YAB, che ha per mi* 
sura circ. CB x YB : per una simile ragione il triangolo 



VDII é equivalente alla superficie laterale del cono YDE ; dun- 
que il trapezio BFIID è equivalente alla superficie later le 
del tronco di cono ABDE ; ma il trapezio BFIID ha per misura 



BD X 



BF + DII 
2 



: dunque la superficie laterale del tronco 



cono ABDE ha per misura BD X 



circ. CB -f- circ. Gl) 
2 



di 



Conou. La superficie laterale di un tronco di cono retto , 
ha per misura il ■ prodotto deli apolema per la circonferenza 
del parallelo equidistante dalle basi. 

Di fallo sia l’Q il parallelo equidistante dalle basi ; condu- 
ciamo PI perpendicolare a VP nel piano AYF ; si proverà fa- 
cilmente che PI =s circ. OP ; e poiché PI = , sarà 



„ „ circ. CB + circ. GD 
circ. OP = . 

Scolio. Se prolunghiamo IP fino al suo incontro R con l'asse 
VC del cono , c dal punto D conduciamo' I)S parallela allo 
stesso asse , avremo che i due triangoli I1DS , OPR sono si- 
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inili , perchè hanno i Iati perpendicolari , e quindi danno la 
proporzione 

DB : DS = PR : PO ; 

ma PR : PO = ctrc. PR : circ. PO ; 

dunque DB : DS = ct'rc. PR : circ. PO ; 

dalla quale si ricava 

DB X cfrc. PO = DS X circ. PR. 

Ora la superficie del tronco di cono ABDE può supporsi 
generala dalla rotazione della retta DB intorno all’ asse \C 
c la DS è eguale alla projczionc di DB sopra VC ; dunque: 
La superficie generata da una retta di determinala lunghez- 
za , la quale gira intorno ad un asse che non la taglia, 
ed à in uno stesso piano con esso , Iio per misura il pro- 
dotto della proiezione della retta sull' asse, per la circonfe- 
renza che ha per raggio la perpendicolare condotta alla retta 
dal suo punto medio fino ali asse. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA. 

Il volume di un cono retto è eguale al terzo del prodotto 
della sua buse per la sua altezza. 

La dimoslrazione è simile n quella della Prop. 23. 

Coitoti. Due coni retti che hanno le altezze eguali stanno 
tra loro come le basi. — Due coni retti che hanno le basi 
eguali stanno tra loro come le altezze. — Due coni simili 
stanno tra loro come i cubi di raggi delle basi, o delle al- 
tezze. 



PROPOSIZIONE XXX. 

TEOREMA. 

Il volume di un tronco di cono retto ABCD ( fig.323 ) a basi 
parallele è equivalente a Ira coni che hanno tulli per altezza 
quella del tronco , e per basi rispettive , la base inferiore 
dei tronco , la base superiore, ed una media proporzionale 
tra queste basi. 

Sul piano della base AB , e dalla slessa parie del tronco 
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PABC , costruiamo una piramide TLMN, che abbia ]' altezza 
TH eguale a quella dell’intero cono VAB, e la base LMN equi- 
valente alla base AB; supponiamo che il piano della base DG 
sia prolungalo (Ino a tagliar In piramide TLMN seguendo PQR. 
1 due triangoli LMN , l'QR sono omotetici , e stanno perciò 
come i quadrali di due linee omologhe , onde 

LMN : PQR = TH* : TÌt* ; * 

similmente 

cerchio EH : cerchio CG = VE* : VG* ; 

e poiché i secondi rapporti di queste proporzioni sono eguali, 
avremo 

LMN : PQR = cerchio EB : cerchio GC ; 

ma LMN è equivalente a cerchio EB ; dunque PQR è equiva- 
lente a cerchio GC. 

Il cono VAB e la piramide TLMN hanno la stessa altezza e 
le basi equivalenti, sono dunque equivalenti ; per una simile 
ragione il cono VDC è equivalente alla piramide TPQR; dun- 
que il tronco di cono ABCD è equivalente al tronco di pira- 
mide LMNPQR. Ora il tronco di piramide LMNPQR è equiva- 
lente a tre piramidi che hanno tutte per altezza quella del 
tronco , e per basi rispettive , la base inferiore del tronco , 
la base superiore , ed una media proporzionale Ira queste 
basi ; e queste tre piramidi sono rispettivamente equivalenti 
a tre coni che hanno tulli per altezza quella del tronco ABCO, 
e per basi rispettive , la base inferiore di questo tronco , la 
base superiore ,» ed una media proporzionale tra queste basi; 
dunque il tronco di cono ABCD è equivalente a tre coni ec.... 

Scolio. Indicando con R ed r i raggi delle due basi di un 
tronco di cono , e con a la sua altezza , il volume sarà 
espresso da 

«a (R* -t- r* ■+■ Rr). 

«# 

PROPOSIZIONE XXXI. 

TE0BEX.4. 

V angolo MAM' (ftg. 321) di due archi di cerchi massimi 
AM.AM' ha per misura t’ ureo BB' di cerchio massimo com- 
preso tra * suoi lati e descritto dal suo vertice A come polo. 

Di fatto , essendo A il polo dell’ arco di cerchio massimo 
BB', ciascuno degli archi AB ed AB' è un quadrante ; per 
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conseguenza congiungendo i punii A . 15 e B' col centro della 
sfera , ciascuno degli angoli AOB , AOB' è rctlo , c 1 angolo 
BOB' è eguale all’ angolo delle Ungenti in A agli archi All 
ed AM' ; ma l’angolo BOB’ ha per misura l’arco BB' ; dunque 
anche l’angolo TAT' , ossia l'angolo MAM\ ha per misura 
1’ arco BB’. • 

Scolio. Un angolo A d’un triangolo sferico ABC (fig. 27i) 
ha per misura il- supplemento del lato opposto B'C' nel trian- 
golo polare A'B’C'. 

Di fatto, l’angolo rettilineo corrispondente all’angolo die- 
dro OA , è il supplemento della faccia B'OC' del triedro sup- 
plementare OA'B'C'. . . . 

PROPOSIZIONE XXXII. 

LEMMA. 

. :i , ■ i JU 

Se un poligono regolare non chimo è posto lutto da una 
stessa parie di un asse che passa pel suo centro, e rota in- 
torno a questo asse , la superficie così generata ha per mi- 
sura il prodotto delia circonferenza iscritta per la projezione 
del poligono sull' asse. 

Sia ABCD (fig. 32X) la linea poligonale . ed xg l’asse in- 
torno al quale succede la rotazione. Conduciamo ie perpendi- 
colari AP,BQ.CR e DS all’asse xy , e l’apolema OE. Se indi- 
chiamo con sup. AB, sup. BC , . . . le superficie generale dalla 
rotazione delle rette AB , BC , . . . . attorno ad xy , avremo 
( Prop. -28. Scol. ) 

sup. AB =: PQ X ciré. OE 
sup. BC = QR X circ. OE 
sup. CD = RS X circ OE. 

Ora la superficie generata dalla linea ABCD è la somma 
delle superficie generate da AB , da BC c da CD , dunque 

sup. ABCD = (PQ -f- QR -f- RS) circ. OE = PS X circ. OE. 

Coroll. La superficie generata dalla rotazione del semi- 
perimetro di un poligono regolare di un numero pari di 
lati intorno al diametro clic passa per due vertici opposti , 
ha per misura il prodotto del diametro del cerchio circo- 
scritllo per la circonferenza iscritta. 
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Una porzione della superficie sferica compresa tra due piani 
paralleli dicesi zona. 1 cerchi determinali da questi piani di- 
consi basi della sona. La disianza delle basi dicesi altezza 
della zona. Se uno de' piani è tangente alla sfera , la zona 
dieesi ad una base, oppure calotta sferica. 

Una porzione della superficie della sfera compresa tra due 
circonferenze di circoli massimi , terminali ad uno slesso dia- 
metro , dicesi fuso : e 1' angolo formato da queste due circon- 
ferenze, dicesi angolo del fuso. 

PROPOSIZIONE XXXIII. 



TEOREMA. 

Vna zona ha per misura il prodotto della su a altezza per 
la circonferenza d' un circolo massimo della sfera. 

Wt 

Supponiamo clic si tratti della zona generala dalla rotazione 
dell'arco CI) (fìg. 320) intorno al diametro AB. Nell'arco CD 
iscriviamo la linea poligonale regolare CFED; dai punii inedii 
degli archi CF.FE.ED conduciamo ad essi le tangenti GII. III. ID, 
c conduciamo i raggi OC ed OD . che prolungheremo fino al 
loro inconlro con le tangenti 11G ed 1K. La superficie della zona 
generala da CD sarà maggiore della superficie generala dalla 
linea poligonale CFFD . c sarà minore della superficie gene- 
rala dalla linea CGII1RD. 

Se si raddoppia il numero de'Iati delle linee CFED e GIIIK, 
la superficie generata dalla linea interna cresce, e quella ge- 
nerala dalla esterna diminuisce , e dico che la zona è il limite 
di queste superficie. 

Di vero, abbassiamo CM.DN.GP e XQ perpendicolari al diamelro 
AB. ed OR perpendicolare ad FC ; poniamo S = sup. CFED 
ed S* = sup. CGIIIRD ; avremo 

S = MN X ciré. OR , 

S' = PQx c ire. OA -t- sup. CG -+- sup. DK ; 

onde 

S' — S PQxctrc. OA — MN"Xct‘rc. OR -4- sup. CG-t-sup.DK, 
ovvero, aumentando e diminuendo il secondo membro di 
questa eguaglianza di MNXcirc. OA , 

S' — S (PQ — MN) ciré. OA -+- (circ. 0 A — ciré. OR) X Ji X 
-+- sup. CG sup. DK. 

.14 
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Ora facendo crescere indefinitamente il numero de' lati 
delle lince poligonali CFED . MGIUKD. le variabili PQ — MN, 
eirc. OA — circ. OR , sup. CG c sup. DK hanno lutle per limile 
aero; dunque anche la differenza S' — S ha per limile zero; 
cd a più forle ragioni le differenze tra la zona e ciascuna delle 
variabili S cd S' avranno per limile zero. 

Ciò posto , siccome si ha 

S = MN X circ. OR , 

si avrà puro 

lim. S = fini. MN X circ. OR ; 
ma lim. S = zona CD c lim. circ. OR = c ire. OA ; 
dunque 

zona CD = MN X circ. OA. 

Scolio 1. Evidentemente 

zona AD = AN X circ. OA. 

Scolio 2. Le superficie generale dalle due lince GHIK e 
CCIIIRD , hanno lo slesso limile , perché CG c ED hanno 
cnlrambc per limile zero. 

Corniti. \. La superficie della sfera ha per misura il prò 
dotlo del suo diametro per la circonferenza d' un circolo 
massimo. 

Cofioi'z. 2. La superficie della sfera 6 quadrupla del cer- 
chio massimo , perchè questo ha per misura la sua circonfe- 
renza inolliplicala pel .quarto del diametro. 

Se dinotiamo con R il raggio e con D il diametro della sfera, 
avremo 

sup. sferica — 4*R l = «• X D*. 

Coroll. 3. Le superficie di due sfere stanno tra loro come 
i quadrali de ' raggi , o come i quadrali de' diametri. 

PROPOSIZIONE XXXIV. 

TEOREMA. 

La superficie d' un fuso sta alla superficie della sfera, co- 
me f angolo del fuso sta a quattro angoli retti , o , ciò che. 
vale lo stesso , come V arco di circolo vinsssimo che misura 
l'angolo del fuso, sta alla circonferenza d'un circolo massimo. 

Sia ARDCA un fuso determinato sulla sfera 0 (Jig. 32 1) dalie 
due semicirconferenze di circoli massimi ADD , ACD. «'ondu- 
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damo pel centro 0 un piano perpendicolare al diametro Al); 
questo taglierà la superficie della sfera seguendo una circon- 
ferenza di circolo massimo . e I' arco 15G compreso tra ABD 
cd ACI) è appunto quello clic misura 1' angolo BAC ; ora io 
dico che si avrà 



fuso AIIDC : sup. sfer. OB = are. BC : ciré. OB. 

Supponiamo primieramente che 1’ arco BC sia commensura- 
bile con l’intera circonferenza; e per fissare le idee, il loro 

A 

rapporto sia eguale a A partire dal punto B dividiamo 1 in- 
tera circonferenza in \'j parli eguali ; BC ne conterrà t. Por 
ciascuno de’ punti di divisione e pel diametro AD conduciamo 
de’ piani , i quali divideranno la superficie della sfera in 1.» 
fusi eguali, de' quali quattro ne conterrà il fuso AB1)C ; onde 



ma 



fuso ABDC : sup. sfer. OB = i : lo , 
arco BC : circ. OB = 4:15; 



dunque 

fuso ABDC : sup. sfer. OB = are. BC : circ. OB. ’ (1) 



Se l’arco AB non fosse commensurabile con l'intera cir- 
conferenza , si proverebbe facilmente clic qualunque sia il 
grado di approssimazione, il rapporto del fuso alla superficie 
sferica , é sempre eguale al rapporto dell’ arco AB all’ intera 
circonferenza ; onde .... 

Coroli. 1. L’urea il' un fuso è eguale al prodotto dell'arco 
di circolo massimo clic misura il suo angolo , pel diametro 
della sfera. 

Di fatto , moltiplicando i termini del secondo rapporto della 
(1) pel diametro AD , avremo 



fuso ABDC : sup. sfer. OB = are. AB X AD : c ire. OB X AD ; 

ma i conseguenti di questa proporzione sono eguali tra loro; 
dunque anche gli antecedenti sono eguali tra loro , e p. c. 

fuso ABDC = are. AB X AD» 

Coroll. 2. Prendendo il. triangolo sferico Irirellangolo jper 
unità di superficie, il fuso ha la s lessa misura del doppio del 
suo angolo. 

Di fatti , poiché 

fuso ABDC : sup. sfer. OB = ang. A : l retti , 
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se s’indica con T la superfìcie del triangolo tri retta n goto , e 
con A il rapporto dell'angolo del fuso all'angolo retto, facil- 
mente si ha 

futo ABCD ~ , 



PROPOSIZIONE XXXV. 

TEOREMA. 

L' area d’un triangolo sferico è eguale al 'prodotto del rag- 
gio della sfera per i arco di circolo massimo che misura la 
somma de’ suoi angoli diminuita di due angoli velli. 

Sia ABC (fìg. 328) un triangolo sferico; si prolunghino i 
lati AC e BC lino ai loro incontro con la circonferenza AB ; è 
chiaro che se al triangolo ABC si aggiunge il simmetrico di 
CDE , si avrà il fuso il cui angolo è ACB ; ma due triangoli 
sferici simmetrici sono equivalenti ( Lib . 6. Prop. 16. Scol. /.) 
dunque anche 

ACB •+■ CDE = fuso C ; 
ed inoltre ACB -t- ACE = fuso B , 

ACB - 4 - CBD = fuso A ; 
cd addizionando , ed osservando che 

ACB M- CDE -+- ACE -+- CBD = j sup. sfer. 

si avrà 

2ACB -t- - 5 - sup. sfer. = fuso A -+- fuso B -+- fuso C ; 
da cui si ricava 

1 1 

ACB = (fuso A -i- fuso B -t -fuso C ) — -j sup. sfer. (i } 

Ora se s' indica con R il raggio della sfera , c con a , b c 
gli orchi di cerchi massimi che misurano gli angoli A,B o C 
del triangolo , si ha 

fuso A = lìlt x a 
fuso B = 2R X f> 
fuso C = 2R X c 
sup. sfer. = 2R X ciré. R ; 
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dunque , sostiluendo questi valori nella (1) ; 

ABC = R (a -+- b -4- c — — c * ^c • ®)* 



Conon. Indicando con T la superficie del triangolo sferico 
ttireliangolo , si ha 

T = R X -j ctrc. R ; 

onde 

ABC _ q-4-b-H-c — jCtrc.R 
T — - circ. R * 

i 

ovvero , indicando con A , B e C i rapporti de’ tre angoli del 
triangolo all’ angolo retto , 



ABC 

T 



= A -+- B -+- C — 2 ; 



dunque : Se si prende per unità di superficie il triangolo tri- 
rettangolo , ritenendo l’ angolo retto per unità degli angoli , 
la superfide d' un triangolo sferico ha per misura l' eccesso 
della somma de’ suoi tre angoli sopra due retti. 

Scolio. Il numero A + B + C — t suol dirsi eccesso sferico. 



PROPOSIZIONE XXXYI. 



TEORESA. 

L’ area d’ un poligono sferico è eguale al prodotto del rag- 
gio della sfera per l’ arco di circolo massimo che misura la 
somma de’ suoi angoli , diminuita di tante volle due angoli 
retti , quanti lati vi sono nel poligono meno due. 

Facile scomponendo il poligono in triangoli. 

Coroii. Se si prende per unità di superficie il triangolo 
sferico trirellangolo , la superficie d’ un poligono sferico ha 
per misura la somma de’ suoi angoli, diminuita del pro- 
dotto di due angoli retti per la differenza tra il numero dei 
suoi luti e due. 



La porzione di superficie piana compresa tra una linea poli- 
gonale regolare (poligono regolare non chiuso) ed i raggi che 
passano pei suoi due estremi, diccsi settore poligonale regolare. 
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PHOPOSIZIONE XXXVll. 



LEMA. 

Il voltivi c generato della rotazione d' un triangolo che gira 
intorno ad un asse condotto nel suo piano per uno de' ver- 
tici , ha per misura ii prodotto della superficie generata (lai 
lato opposto a questo vertice , pel terzo dell' altezza corri- 
spondente a questo lato. 

1) Supponiamo primieramente che il triangolo ABC (fig.329 ) 
roti intorno al lato AB , e conduciamo 1’ altezza CD. 

È evidente che il solido generato dal triangolo ABC 6 equiva- 
lente alla somma o alla differenza de' coni generali dai trian- 
goli rettangoli ACD o DCB . secondo che la perpendicolare CD 
cade dentro o fuori del triangolo ACB. Ora 

voi. ACD = ir CD* X y AD , 
voi. CDB = «CD*X y DB ; 

dunque 

voi. ACB = «CD 1 X y (AD ± DB)=«CD*X y AB. 

Conduciamo l' altezza AE corrispondente al lato CB, avremo 
CBXAE = CDXAB, perchè ciascuno di questi prodotti rap- 
presenta il doppio dell' arca del triangolo ABC , dunque 

voi. ACB = ì «CD X CB X AE ; 

ma «CD x CB esprime 1’ area della superficie conica generata 
da CB ; dunque 

voi. ACB = sup. CB X y AE. 

2) Supponiamo che il triangolo ACB ( fig . .130 ) roti intorno 
all’ asse xij condotto nel suo piano esternamente ad esso pel 
vertice A, c che il lato CB prolungalo incontri quest’asse iu F, 
avremo 

voi. ACB = t'oi. ACF — voi. ABF ; 
ma voi. ACF = sup. CF X y AE , 
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« voi. ABF = sup. BF X j AE ; 

dunque 

voi. ACB == (sup. CF — sup. BF) x^ AE = sup. CB x 4- AE. 

3) Supponiamo finalmcnlc che il triangolo ACB (’fig. 331 ) ' 
roti intorno all’ asse xij condotto pel verlice A parallelamente 
al lato BC. 

Conduciamo le perpendicolari CII e BG all’ asse xy. Il vo- 
lume generalo dal triangolo ABC , è eguale alla somma o alla 
differenza de’ volumi generali dai triangoli rettangoli AEB ed 
AEC , secondo che la perpendicolare AE cade dentro o Tuori 
del triangolo ABC. Ora il cono generalo dalla rotazione del 
triangolo ABG intorno ad xy , ò la terza parte del cilindro 
generato dalla rotazione- del rettangolo AEBG intorno ad xy ; 
quindi 

voi. ABE = -| EB X * AE* ; 

similmente 

voi. AEC = •§- EC X « AE* ; 

0 

dunque 

voi. ABC = " CB X * AE* ; 

ma 2«AE xCB = sup. CB ; 

P- c. voi. ABC = sup. CB X j AE. 

Scolio. Allorché il triangolo ABC è isoscele (fì.g.332), il 
piede E dell’ altezza AE trovasi nel mezzo di CB ; onde, con- 
ducendo le perpendicolari BG e Cll all’ asse xy , avremo 

sup. BC = 2*AE X IIG ; 

e p. c. 

voi. ABC = -|* AÈ* X IIG ; 

dunque : Il volume generalo dalla rotazione d’ un triangolo 
isoscele intorno ad un asse condollo nel suo piano pel suo 
i (triicc , è eguale ai due terzi del prodotto della proiezione 
della sua base sull' asse, pel cerchio che ha pei' raggio i al- 
tezza del triangolo. 

Coholl. i. Il volume, genera' o dalla rotazione d' un settore 
poligonale regolare OABCD (Jig. 333) clic rota intorno ad un 
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diametro xy esterno ad esso , ha per misura il prodotto della 
superficie di rotazione generata dalla linea poligonale rego- 
lare ABCD, pel terzo del raggio OE del cerchio iscritto. 

Di fallo , conduciamo OB , OC , avremo 

voi. AOB = sup. AB X y OE , 

voi. BOC = s«p. BC X -y OE , 

voi. COD = sup. CD X y CD ; 
dunque , addizionando lo precedenti eguaglianze , 
voi. OABCD = sup. ABCD Xy OE. 

Conoii. 2. Il volume generato dalla rotazione d' un settore 
poligonale regolare che rota intorno ad un diametro ad esso 
esterno , è eguale ai due terzi del prodotto della projezione 
della linea poligonale regolare per I arca del cerchio iscritto 
in essa linea. 

Se il settore è un semipoligono regolare di un numero 
pari di lati , e V asse di rotazione passa per due vertici op- 
posti, il volume è eguale ai due terzi del prodotto del cer- 
chio iscritto pel diametro del cerchio circoscritto. 

Il volume generalo dalla rotazione d’ un settore circolare 
intorno ad un diametro che non lo taglia , diccsi settore sferico. 

PROPOSIZIONE XXXVIII. 



TEOREMA. 

Il volume d’ un settore sferico 6 eguale al prodotto della 
zona che gli serve di base pel terzo del raggio della sfera. 

Supponiamo clic si traili del settore sferico generalo dalla 
rotazione del settore circolare OCD (fig. 326) intorno al dia- 
metro AB. 

Nell' arco CD iscriviamo la linea poligonale regolare CFED; 
dai punii medii degli archi CF , FE , El> conduciamo le tan- 
genti GII , HI , ID , e conduciamo i raggi OC ed OF , che pro- 
lungheremo fino al loro incontro con le tangenti HG ed IR; 
il volume generalo dal settore circolare OCD sarà maggiore 
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del volume generato dal settore poligonale regolare OCFED , 
e sarà minore del volume generato dalla rotazione del settore 
poligonale regolare OGIIIR. Se si raddoppia il numero de’ lati 
de’ poligoni CFED e GII1R , il volume generato dal primo r sct- 
tore poligonale cresce , c quello generato dal secondo dimi- 
nuisce ; e dico , che il settore sferico ò il limile di questi 
due settori. 

Di fatto , conduciamo OR perpendicolare ad FC, e poniamo 
voi. OCFED = Vc voi. OGIIIK = V' , avremo 

V — sup. CFED X -j OR , 

e \' = 8up. GHIKx-j OA ; 

onde 

V' — V =sup. GIIIR X \ OA — sup. CFED X | OR , 
ovvero , aumentando e diminuendo il secondo membro di 
questa eguaglianza di sup. CFED x 4 OA , 

«5 

V' — V =* (sup. GIIIR — sup. CFED) X j OA 
-+- sup. CFED X -j (OA — OR) . 



Ora crescendo indefinitamente il numero de’ lati delle lince po- 
ligonali iscritte e circoscritte, le variabili sup. GIIIR— sup. CFED 
od OA — OR hanno entrambe per limite zero ; dunque ancho 
Vj — V ha per limite zero, ed a più forte ragione le diffe- 
renze tra il settore sferico c ciascuna dolio variabili V' e V 
avranno per limile zero. 

Ciò posto , siccome qualunque sia il numero de’ lati della 
linea GIIIR, si ha 

V' = sup. GIIIR XyOA, 

c V' ha per limite settore sferico OCD , e sup. GIIIR ha per 
limile zona CD , si avrà 



self. sfer. OCD = zona CD X OA. 



33 
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Scolio. Evidentemente. 

seti, s fer. OAD = zona AD x OA. 

Coroll. I. Il volume di una sfera è eguale al prodotto 
della sua superficie pel terzo del raggio. 

Coroll. 2. Se indichiamo con li il raggio e con D il dia- 
metro d'una sfera, avremo 

sfera R = ^- «II 3 = «D* ; 

onde : 1 volumi di due sfere stanno tra loro come i cubi dei 
raggi , o come i cubi de' diametri. 

Coroll. 3. 11 volume della piramide sferica trirellangoln ò 
V oliava parie della sfera , onde 

pùram. sfer. irirelt. R = ^ «R* = i *D\ 



La porzione della sfera compresa Ira due semicerchi mas- 
simi terminali ad uno stesso diametro ed il fuso da essi de- 
terminalo , dicesi unghia sferica. , 

L'angolo diedro determinalo dui due semicircoli massimi, 
dicesi angolo dell'unghia. 

La porzione della sfera compresa Ira due piani paralleli , 
dicesi segmento sferico. I cerchi determinati da questi piani 
sono le basi del segmento ; la distanza de' piani paralleli è 
l’ altezza. Se uno de’ piani paralleli è tangenle alla sfera il 
segmento diccsi ad una base. 

PROPOSIZIONE XXXVIII. 

TEOREMA . 

Un unghia sferica sta alla sfera come U suo angolo sla a 
quattro angoli retti , o , ciò che vale lo stesso , come l’ arco 
di circolo massimo clic misura U suo angolo , sta alla cir- 
conferenza d' un circolo massimo. 

Facile. ( Vedi Prop. 34. ) 

Coroll. 1 . Il volume di un unghia sfci'ica è eguale al pro- 
dotto del fuso che le seme di base , pel terzo del ra< ■ ,-v * 
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Coholl. 2. Prendendo per unità di volume la piramide 
sferica trireltangola , l’ unghia sferica ha per misura il dop- 
pio del suo angolo. 

PROPOSIZIONE XXXIX. 

TEOREHA. 

Il volume d' una piramide sferica triangolare è eguale al 
prodotto dell’area del triangolo sferico che le serve di base, 
pel terzo del raggio della sfera. 

Sia OABC (fìg. 328) una piramide sierica triangolare ; pro- 
lunghiamo i lati AC c BC del triangolo ABC fino all’ incontro 
della circonferenza AB ; è chiaro che se alla piramide OABC 
si aggiunge la simmetrica di OCHE , si avrà l'unghia il cui 
angolo è ACB ; ma due piramidi sferiche simmetriche sono 
equivalenti ; dunque anche 

OACB OCDE = unghia C ; 
c siccome OACB OACE = unghia B , 
ed OACB -t- OC BD = unghia A , 

addizionando queste eguaglianze , ed osservando che 
OACB -+- OCDE -+- OACE -+- OCBD = j sfera , 

avremo 

20ACB ■+■ y sfera — unghia A -+- unghia B -t- unghia C , 
d’ onde 

1 1 

OACB = — [ unghia A unghia B -f- unghia C ) — T sfera . 

& 4 

Or se indichiamo eon R il raggio della sfera (Prop. 38.* 
Coroll. l. e c Prop. 37.* Coroll. l.°), 

unghia A = fuso AX-|lt, 
unghia B = fuso B X R , 
unghia C = fuso Cx-j R, 
sfera R = sup. s far. llx-^R; 
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dunque 

OACB = _i.su,,.; Sfcr. ») X ì B = 

ABC x|«. 

Coroil. Indicando con V il volume della piramide sferica 
trirettangola , si ha 

V = -i sup. sfer. RX^R = TX-j B, 
indicando con T la superficie del triangolo trireltangolo , *e p. c. 



OABC 

V 



ABC . „ _ 

— = A-i-B-hC — 



<» . 
• > 



dunque: Prendendo per unità di volume là piramide sferica 
trireltangola , una piramide sferica triangolare lui per mi- 
sura l’ eccesso sferico della sua base. 



PROPOSIZIONE XL. 

TEOREMA. 

Il volume di una piramide poligonale sferica è eguale al 
prodotto della sua base pel terzo del raggio della sfera. 

Facile , scomponendo la piramide poligonale In piramidi 
triangolari. 

Coroil. Se si prende per unità di volume la piramide sfe- 
rica trireltangola , una piramide sferica poligonale ha per 
misura la somma de' suoi angoli diedri , diminuita del pro- 
dotto di due angoli diedri retti per la differenza tra il nu- 
mero de’ lati della base c 2. 

PROPOSIZIONE XLI. 

TEOREMA. 

Il volume generalo da un segmento circolare che rota in- 
torno ad un duunclro esterno ad esso , è eguale alla metà 
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del cono la cui base ha per raggio la corda del segmento 
circolare , e la cui altezza è eguale alla proiezione di que- 
sta corda sull'asse di rotazione. 

Di fatto, poiché il segmento circolare AMB (fig. 334 )6 la 
differenza del settore OAMB e del triangolo isoscele AOBI, il 
volume generalo dalla rotazione del segmento circolare AMB 
intorno al diametro CD , è quanto il volume generato dalla 
rotazione del settore OAMB , meno il volume generato dalla 
rotazione del triangolo isoscele OAB 
Ora , se si conducono 1* altezza ON del triangolo isoscele , 
e le perpendicolari BE ed AF.al diametro CD, si ha 

voi. OAB = |*EFx()N*, 

voi. OAMB = «EF X OA* ; 

y «EF X (ÓA* — ON*)= !«EFX In* = 
-«ef'xab*. 



PROPOSIZIONE XLII. 

TEORESA. 

Il volume d'un segmento sferico è eguale alla somma dei 
volumi di una sfera il cui diametro è eguale all’ altezza del 
segmento , e di un cilindro la cui altezza è eguale a quella 
del segmento , e hi cui base è la semisomma delle basi del 
segmento. 

Siano BE ed AF {fig. 334) i raggi dello basi ed EF l’al- 
tezza del segmento sferico ; esso sarà generalo dalla rotazione 
del quadrilatero mislilinco EBMAF intorno all' asse CD ; ed il 
suo volume sarà evidentemente composto del volume generalo 
dal segmento circolare AMB, e del volume del tronco di cono 
generato dal trapezio EBAF. Ora 

voi. AMB = ì «EF X AB* 

O 

0 voi. EBAF SS 1 « EF (AF* + B£* 4- AF X BE) 



e 

dunque 

voi. AMB = 
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dunque, addizionando le precedenti eguaglianze, 

,***>’*. ‘ * • • ’ * • 

voi. EBMAF =| «EF (AB*-+-2ÀF*-t- 2 bE*+ 2ÀFXBE) ; (1) 

pia AB* = BG* -4* AG* 

ed ÀG*=(AF — BE*)=Ii'*-hBl* — 2AFXBE. 

- i . ; , 

quindi AB* = BG* -+- AF* -+- BE* — 2AF X BE ; 
e sostituendo questo valore nella (1) , 

voi. EBMAF = ! «EE (BGM- 3AF*-t-3BE*) 

o \ 

= J «ÈF* -+• ~ «EF (AF* •+■ BE*). 



PROPOSIZIONE XLIII. 



TEORESI. 



1) La superfìcie totale del cilindro retto circoscritto ad una 
sfera . è media proporzionale tra la superficie della sfera c 
la superfìcie totale del cono equilatero circoscritto ulta, stessa 
sfera. 

2) La stessa relazione esiste tra i volumi di questi tre 
corpi. 

Sia 0 (fìg. 335) un cerchio, CDEF c GIU un quadralo ed un 
triangolo equilatero circoscritti a questo cerchio, tali che il 
lato HE del quadrato ed il lato HI del triangolo equilatero 
stiano sopra una medesima retta : conduciamo l'altezza GB del 
triangolo GUI : >è chiaro che facendo rotare intorno a GB , il 
semicerchio AEB , il rettangolo ACI1D ed il triangolo rettan- 
golo GBlf , le tre figure generale saranno rispettivamente una 
sfera , un cilindro retto ed un cono retto circoscritti a questa 
sfera. 

Indichiamo con B il raggio della sfera , con S , S' ed S" le 
superficie , c con V , V' e V" i volumi rispellivi della sfera 
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del cilindro c del cono , non sarà difficile il vedere che 
S = 4«R , S' = , S" = 9*R* , 

V = *R 3 1, V=: 2*R* v V* = 3«R* ; 

« quindi 

S : S' : S” = 4 : 6 :.9 , 

V:V':V" = 4:6:9; 

ma 6 è media proporzionale tra 4 c 9 , dunque ec. 

Coroll. Evidentemente 

j ; . ms *s ii.'.. .• v. !.. 

S:S':S" = V:V':V". 

Scotto. Quest’ ultima proprietà, vale a diro che: 1 volumi 
della sfera , e del cilindro e del cono equilatero circoscritti 
ad essa, stanno tra loro come le loro aree totali, non ò che 
un caso particolare dell’altra: 1 volimi di due poliedri cir- 
coscritti ad una stessa sfera , stanno tra loro come le loro 
superficie. (Vedi Prop. 14.* Coroll. 3.°) 



-ooffioo 
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APPENDICE ALLA PLANIMETRIA 






Massimi e minimi 

: t • # 



PROPOSIZIONE I. 



TEOBEHA. 

Di Utili i triangoli i quali hanno eguali basi ed eguali 
arce , V isoscele ha il minimo perimetri). 

Siano ABC ed ABD ( fig . 338 ) due triangoli che abbiano la 
slessa base AB cd eguali aree , ed il primo di essi sia iso- 
scele , dico che il suo perimetro è minore di quello del se- 
condo. 

Si prolunghi AC in E in modo che CE sia egusflc ad AC , 
e si conduca la EB , la quale , come facilmenle può vedersi, 
sarà perpendicolare ad AB ; si conduca la CD , la quale sarà 
parallela ad AB , perchè i duo triangoli banno la stessa al- 
tezza , e dividerà la EB in due parli eguali (Lib. 3. Prop. 4.); 
si conduca ED , la quale sarà eguale a DB. 

Evidentemente AC -+- CE < AD -+- DE ; dunque anche AC-f- 
CB 4 <AD-t-DB; ed aggiungendo di comune AB, 

AC -f* CB ■+■ AB AD DB AB. 

Coitoli. Tra lutti i triangoli di eguali aree l' equilatero ha 
il minimo contorno. ( dim . ind .) 
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PROPOSIZIONE II. 



TEOREMA. 

Tra tulli i triangoli di eguali basi e di eguali perimetri, 
V isoscele ha la massima arca. 

Siano ABC cd ABD (fig. 339) due triangoli che abbiano la 
stessa base AB cd eguali perimetri , cd il primo di essi sia 
isoscele , dico che la sua area è maggiore di quella del se- 
condo. 

Pel punto B si conduca la FBH perpendicolare ad AB ; dai 
punti C e D si conducano CE c PC parallele ad AB ; si pren- 
dano EF e GII rispellivaincnlc eguali ad EB e GB; si con- 
giungano CF e DII. 

È chiaro che CF è eguale a CB . cd è il prolungamento di 
AC , e clic DH è eguale a DB e non è in linea retta con AD. 
Si conduca AH ; essa sarà minore di AD -+- DII , e p. c. di 
AF : onde RII<[BF e BG<BE. I due triangoli ABC ed ABD 
stanno tra loro , come BE : BG ; dunque il primo è maggiore 
del secondo. 

Coroii. Tra tulli i triangoli di eguale perimetro , V equi- 
latero ha la massima area. (dim. ind.) 

PROPOSIZIONE III. 



TEOREMA. 

Di lutti i triangoli che hanno la stessa altezza e lo stesso 
angolo opposto alla base , l'isoscele ha la più piccola arca, 
ed il più piccolo perimetro. 

Siano BAC c DAE (fig. 340) due triangoli che abbiano la 
stessa altezza AG, e gli angoli BAC e DAE eguali, ed il primo 
sia inoltre isoscele, dico che BC<DE, e che perim.IÌACB-< 
perim. DAED. 

Di fallo, supponendo AD<AE, sul prolungamento di DG 
si prenda GD' = DG c si congiunga AD' : facilmente si vedrà 
che ang CAD' = ang CAE ;• onde CD' : CE = AD' : AE. 

Ora AD' è eguale ad AI) . e p. c. è minore di AE ; dun- 
que CD', o la sua eguale BD , è minore di CE ; ed aggiun- 
gendo (fig. a) o togliendo (fig. b) CD, si ha BC<DE, e p. c. 
BAC < DAE. 

36 
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Si prenda DF = BC , e si congiunga AF . avremo (Prop. 1 .) 
pcrim.BACB<perim.DAFD ; ina periin.l)AFI)<perim.DAED; 
dunque a forliori perim. BACB < pcrim. DAED. 

Cokoll . Di tulli i poligoni d ' uno stesso numero di lati cir- 
coscritti ad un cerchio , i equilatero ( regolare ) ha il minimo 
perimetro. 

Sia ABCD ( fig . 312) un quadrilatero non equilatero circo- 
scritto al cerchio 0 , e sia il punto di contatto F non medio 
dell’ arco LFK ; pel punto E medio di quest' arco conduciamo 
la tangente I1G , la quale incontrerà il lato BC prolungato, in 
un punto G ; si congiungano OC , OG , 01) , OH. Siccome la 
somma degli angoli I.GE ed E1IK è eguale a quella degli an- 
goli LCF ed FBK . sarà pure la somma degli angoli OGE ed 
EIlO eguale a quella degli angoli OCF ed FDO; onde angG01T= 
ang COD ; e p. c. CD > GII. Ora la linea spezzala LCDK è 
doppia di CI) , e la linea spezzata LGHK ò doppia rii GH ; 
dunque LCDK > LGHK; cd aggiungendo di comune LBAK , 
perim. ABCDA pcrim. ABGHA. Dunque se il poligono non 
è equilatero, ossia se gli archi terminati a due successivi 
punti di coutatlo non sono tutti eguali tra loro , si potrà tra- 
sformare questo poligono in un altro dello stesso numero di 
lati c di perimetro minore. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

Tra lutti i triangoli i quali hanno eguali basi ed eguali 
angoli al vertice, l'isoscele ha la massima area ed il mas- 
simo perimetro. 

Siano ABC (fig. 313) cd ABI) due triangoli, che abbiano la 
stessa base AB , gli angoli al vertice ACB ed ADB eguali tra 
loro , cd il primo di essi sia isoscele , dico che la sua area 
ed il suo perimetro sono rispettivamente maggiori dell’ area 
c del perimetro del triangolo ADB. 

Se si fa passare pei Ire vertici A,B,C, una circonferenza di 
cerchio, questa passerà pure pel punto 1) : e siccome il punto 
C ò medio dell’ arco ACB , la perpendicolare condotta da esso 
sulla AB' sarà maggiore della perpendicolare condotta da D 
sulla stessa AB ; onde l’ area del triangolo ACB è maggiore 
di quella del triangolo ADB. 

Si prolunghino AC di una quanlilà CE = CB ed Al) di una 
quantità DF ~ DB , e si congiungano KB cd FB. I duo an- 
goli AEB cd AFB sono eguali Ira loro come metà di angoli 
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eguali ; onde , se pei tre punii A,B,E si fa passare una cir- 
conferenza , questa passera anche pel punlo F ; ma C è cenilo 
della circonferenza ABE ; dunque AE>AF, ossia AC-t-CB>- 
AI) DB. 

Coroll. 1 . Tra lutti i triangoli iscrillibili in un cerchio , 
l’equilatero ha il massimo perimetro è la massima area. 

Coroll. 2. Tra tulli i poligoni d‘ uno stesso numero di lati 
iscrillibili in un cerchio , l’equilatero ha il massimo peri- 
metro e la massima area. 



PROPOSIZIONE V. 



TEORE51A. 

Tra tutti i poligoni dello stessa ^numero di lati e di eguale 
area, l’equilatero ha il minimo perimetro. 

( Dim. ind. mediante la Prop. 1. ) 

PROPOSIZIONE VI. 



TEOREMA. 

Tra tulli i poligoni isopcrimetri e dello stesso numero di 
lati , il massimo è equilatero. 

(Dim. ind. mediante la Prop. 2.) 

PROPOSIZIONE VII. 



TEOREMA. 

Tra tulli i triangoli che hanno due lati dati . il massimo 
è quello il cui angolo compreso tra i dati lati è retto. 

Siano CAB e DAB ( fig. 3 fi ) due triangoli che abbiano il 
lato AB di comune , il lato AC eguale al lato AD, ed il primo 
sia di più rettangolo in A, dico che esso è maggiore del se- 
condo. 

Di fatto , se si conduce DE perpendicolare ad AB , essa è 
minoro di AC. 
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PROPOSIZIONE Vili. 

TEORESI*. 



Di tutti i poligoni formati con dei lati dati ed un ultimo 
a volontà, il massimo ò quello iscritto nel semicerchio che 
ha per diametro il lato non dato. 



Sia ABCDE (fig. 3tS) il massimo poligono formato con dei 
lati dati AB.BC.CD e UÈ, [ed un ultimo AE a volontà , dico 
che esso e iscritto nel semicerchio descritto sul lato AE come 
diametro. 

Di vero , congiungiamo un vertice qualunque G con gli 
estremi A ed E del lato AE. Se l’angolo ACE non fosse retto, 
si potrebbe render tale aumentando o diminuendo il lato AE 
del triangolo ACE, rimanendo tali quali sono le parli ABC,CPE; 
allora il nuovo triangolo sarebbe maggiore di ACE. e p. e. il 
nuovo poligono sarebbe anche maggiore di ABCDE , ciò che 
è impossibile, perchè ABCDE per ipotesi è massimo; dunque 
P angolo ACE è retto . ed il punto C trovasi sulla semicircon- 
ferenza descritta col diametro AE. 

Scotio 1. Se in un cerchio di diametro AF maggiore di AE 
si iscrive una linea spezzala A'B'C'D'E' . i cui lati siano ri- 
spettivamente eguali ad AB , BC , CD , DE , siccome gli archi 
A B' , B'C' , C'D', D'E' sono rispettivamente minori degli archi 
AB , BC , CD , DE (a) , sarà I’ arco A'B'E' minore della semicir 
conferenza ABE , ed a più forte ragione minore della se- 
micirconferenza A'B'F. Se il diametro A'F fosse minore di 
AE , 1’ arco A'B'E' sarebbe maggiore della semicirconferenza 
A'B'F. Possiamo dunque conchiudere clic : Non vi è che una 
sola retta AE , tale che il poligono ABCDE sia iscritto nella 
semicirconferenza il cui diametro è la stessa AE. 

Scotio. 2. 11 diametro AE e l'area del poligono ABCDE sono 
indipendenti dall' ordine nel quale si seguono i lati AB,BC, 
CD , DE. 



(a) Clie il minore dei due archi sollesi da una corda ili un cerchio 
diminuisce al crescere ilei roggio di qucslo cerchio, si rende inonifeslo 
dall’ osservare che dei due ardii A MB , A. Mi (fig. MI), » quali passano 
per gli esimili A e B delta rellu AB, quello che ha il raggio maggiore 
è imiluppalo dall' altro. 
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PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

Di tulli i poligoni i quali si possono formare con dati lati, 
il massimo è quello che si può iscrivere in un cerchio. 

Siano ABCDE ed abcdc (fig. 3iG) duo poligoni equilateri tra 
loro , talché AB = ah , BC = òc . . . , ed il primo di essi 
sia iscritto in nn cerchio , e 1* altro non iscrillibilc, dico che 
il primo è maggiore del secondo. 

Si conduca il diametro AF , e si congiungano CF ed FI) ; 
sul Iato c d si costruisca il triangolo cdf eguale al triangolo 
CDF , e si congiunga hf; il poligono ABCF sarà, pel teorema 
precedente, maggiore di abcf , ed il poligono AEDF maggiore 
di aedi ) dunque anche il poligono ABCDE sarà maggiore di 
abcde. 

Scotio. 11 raggio del cerchio circoscrillo al poligono ABCDE, 
c l’area di questo poligono, sono indipendenti dall' ordine 
nel quale si succedono i lati AB , BC. . . . 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREJIA. 

Tra tulli i poligoni di eguale perimetro c di determinalo 
numero di lati, il masndno è il regolare. 

Facile , servendosi delle Prop. (i e 9. 

PROPOSIZIONE XI. 

teorema. 

Tra lutti i poligoni equivalenti e dello stesso numero di 
luti , il poligono regolare ha il minimo perimetro. 

Siano A e B due poligoni di eguale arca e di determinato 
numero di lati , ed il primo sia regolare , dico clic il suo pe- 
rimetro è minore di quello di B. 

Di vero , si costruisca un poligono regolare C dello stesso 
perimetro di B ; la sua area sarà maggiore di quella di B, e 
p. c. di quella di A. I due poligoni A e C sono simili c l'area 
di A è minore di quella di Ò; dunque anche il perimetro di 
A dev’ essere minore di quella di C , e p. c. di quella di B. 
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PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA. 

Di due poligoni regolari iscritti in uno stesso cerchio, quello 
che lui un maggior numero di lati , ha un perimetro mag- 
giore, ed un area maggiore. 

1) Siano ABCDEF ed AGIIIR {fig. 317) due poligoni regolari 
iscritti nello stesso cerchio 0 , il primo de' quali abbia un lato 
di più del secondo, dico che 11 suo contorno è maggiore di 
quello del poligono AGIIIK. 

Di fatto, si congiunga BG ; avremo AB-f-BG>AG; 
onde perim. ABG1I1KA > perirà. AGHIKA ; 

ma ( Prop. i. Coroll. 2.) pc rim. ABCDEFA >■ perivi. ABGHIKA ; 
dunque con più ragione perim. ABCDEFA > per im. AGIIIKA. 

2) L' arca del poligono ABCDEF è maggiore di quella del 
poligono AGIIIK. 

Si conducano gli apotemi OL ed OSI ; evidentemente 
OL > OSI , c di più perim. ABC . . . A > perim. AGII . . . A ; 

1 1 

dunque ;> - OLxperù». ABC. . . A>-£ OMXpcnm.AGH... A, 
ossia ABCDEF > AGIIIK. 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA. 

Di due poligoni regolari circoscritti od uno stesso cerchio , 
quello che ha un maggior numero di lati, ha minor contorno 
e minor area. 

Dim. analoga alla precedente servendosi del Coroll. della 
Prop. 3. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

Di due poligoni regolari isoperimclri , è maggiore quello 
che ha un maggior numero di lati. 

Siano P c P' due poligoni regolari isoperimelri, il primo di n, 
ed il secondo di n 1 Iati ; sia p il perimetro comune, cd a 
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cd a' i rispettivi apotcmi. Si iscriva nel poligono P un cer- 
chio , cd a questo si circoscriva un poligono regolare P" di 
» -+- 1 lati , e sia p" il suo perimetro. Siccome P" è simile a 
P' si avrà 

p" : p = a : a' ; 

ma pel teorema precedente p"<p'; dunque a<a', e p. c. 
P<F. 



PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

Di dite poligoni regolari equivalenti, quella che ha più 
lati, ha minor contorno. 

Dim. simile alla precedente. 

• PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. 

Il cerchio ha tra tutti i poligoni isoperimetri la maggior 
arca , e tra tutte le figure equivalcnli il vviiwr perimetro. 

1) Sia P un poligono regolare di n lati; c chiaro che cre- 
scendo indetlnilamcnle u , rimanendo costante il perimetro , 
il poligono ha per limile il cerchio isopcrimetró ( come fa- 
cilmente può dedursi dallo Scolio al Prob. f3.° del Uh. <.°) ; 
ma crescendo n, cresce l’area del poligono; dunque : Il cer- 
chio è maggiore di qualunque poligono isoperiiuetro. 

2) Diin. simile ulla precedente. 



F 1 N li 
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